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1 Einfiihrung

Im folgenden Kapitel motivieren wir das mathematische Teilgebiet der Numerik

anhand einiger Beispiele und erldutern die Ziele der Vorlesung.

1.1 Warum Numerische Mathematik?

Forschung in der Technik und den Naturwissenschaften basiert auf der wissenschaft-
lichen Methode, bestehend aus:

o« Experiment: Beobachte und messe was passiert;
e Theorie: Versuche die Beobachtung mit Hilfe von Modellen zu erklaren.

Theorie und Experiment werden sukzessive verfeinert und verglichen, bis eine akzep-
table Ubereinstimmung vorliegt. Die Modelle liegen oft in Form von mathematischen
Gleichungen vor (z. B. gewohnliche oder partielle Differentialgleichungen). Typischer-
weise konnen diese Modellgleichungen nicht geschlossen gelést werden (d.h. mit

Papier und Bleistift oder Computeralgebrasystemen wie Mathematica).

Deshalb bedarf es numerischer Simulation, d.h. mathematische Modelle numerisch
l6sen. Untrennbar damit verbunden sind die Gebiete der Optimierung und der

Unsicherheitsbestimmung (Uncertainty Quantification). Das ermoglicht
o Ersetzen undurchfithrbarer Experimente (z. B. Atommiillendlager),
» Einsparen teurer Experimente (z. B. Windkanaltests),
e schneller durchfithrbare Parameterstudien,
o (automatische) Optimierung von Prozessen,
o Identifikation von Modellparametern aus Messungen,
e Abschétzung von Unsicherheiten.

Das fihrt zu vielfaltigen Einsatzmoglichkeiten in Naturwissenschaft, Technik und
Industrie: Stromungsberechnungen (Wetter, Klima, Blutkreislauf), Festigkeit von

Briicken oder Flugzeugtragflichen und viele weitere.



1.1

Warum Numerische Mathematik?
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Abbildung 1.1: Von der Realitdt zur Simulation mittels wissenschaftlichem Rechnen.
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Abbildung 1.2: Ein Radar Bild sowie zwei Wettervorhersagen des UK Met Office:
UKV = Model fur Grofibritannien (Aufléosung = 1.5km); NAE =
Nord Atlantk Model (Auflésung = 12km).

Grundlage fiir all diese Anwendungen sind numerische Algorithmen!

Fine erfolgreiche Simulation erfordert dabei die interdisziplindre Zusammenarbeit
von Physikern oder Ingenieuren mit Mathematikern und Informatikern, die bspw. in
den Bereichen Software-Engineering oder High Performance (Parallel) Computing
zentral beteiligt sind (vgl. auch Abb. 1.1).

Beispiel (Wetter- und Klimavorhersage). Das 12km Nordatlantik Modell des UK
Met Office kann den Zeitpunkt und die genaue Position einer Sturmfront nicht
vorhersagen. Das 1.5km UK Modell schon (vgl. Abb 1.2).

Das UK Met Office hat den Plan ca. 2025 ihr globales Modell auf eine Gitterauflésung

mit ca. 1km umzustellen. Betrachten wir, was das bedeutet:



1.2 Lernziele

Die zeitliche Verdnderung der Zustandsgrofien

(; = (u,v,w,p, 97/))7

d.h. Windgeschwindigkeiten, Druck, Temperatur
und Dichte, lasst sich durch die Euler-Gleichungen

beschreiben:

—

20 @0 = N [@.0)] + £ 3.0,

Dt

wobei N (+) ein nichtlinearer (6rtlicher) Differentialoperator ist und f;ubgrid Prozesse

unter der Gitterauflésung beinhaltet, die auch nichtlinear von ¢ abhédngen.

Man kann leicht ausrechnen, dass zum Vernetzen der Erdatmosphére mit einem Gitter
von 1km horizontaler Gitterweite und 200 vertikalen Schichten ca. 10" Gitterzellen
benoétigt werden. Um die Euler-Gleichungen auf dem 1km-Gitter numerisch stabil zu
l6sen, kann man hochstens Zeitschritte von 30 Sekunden verwenden, d. h. ca. 15,000
Zeitschritte fiir eine Simulation von fiinf Tagen. In jedem dieser Zeitschritte muss
mehrmals ein lineares Gleichungssystem der Form Az = b mit 10! Unbekannten
gelost werden. Jede Nacht steht jedoch nur eine Stunde zur Losung dieser partiellen
Differentialgleichung zur Verfiigung (neben anderen Aufgaben, wie Datenassimilierung,
lokalen Detailsimulationen, ...), d.h. zur Losung jedes linearen Gleichungssystems

mit 10! Unbekannten stehen ungefihr 0.05s zur Verfiigung!

Dazu bené6tigt man:
o einen Hochstleistungsrechner (Top 500),
e mathematisch optimal skalierende Algorithmen, wie z. B. Multigrid,
e Chip-optimierten parallelen Code,

Siehe, z. B., [E.H. Miiller, R. Scheichl, E. Vainikko ,,Petascale solvers for anisotropic
PDEs in atmospheric modelling on GPU clusters®, Parallel Computing 50, 2015]
(ein Physiker, ein Mathematiker und ein Informatiker!), wo eine Leistung von 0.78
PetaFLOP auf 16384 GPUs von Titan! (Nr. 2 der Welt in 2015) erreicht wurden,

um ein lineares Gleichungssystem mit 10! Unbekannten in ~0.2 Sekunden zu 15sen.

1.2 Lernziele

In dieser Vorlesung soll/sollen

!Siehe https://www.top500.org/system/177975.


https://www.top500.org/system/177975

1.2 Lernziele

e anhand von Beispielen vermittelt werden, warum numerische Mathematik und
wissenschaftliches Rechnen unentbehrlich fiir das Lésen mathematischer,

wissenschaftlicher und technischer Probleme sind;

e einige grundlegende numerische Methoden beschrieben und entwickelt
werden, die den Studenten die Fahigkeit und das ,,Handwerkszeug® geben, eine

breite Vielfalt von Problemen rechnerisch zu 16sen;

e die vorgestellten und entwickelten Algorithmen beziiglich ihrer Genauigkeit,

Robustheit und Effizienz mathematisch analysiert werden.

Des Weiteren befassen wir uns mit verschiedenen Fehlerquellen, die Unterschiede

zwischen Experiment und Simulation erkldren, wie zum Beispiel:

1. Modellfehler: Ein relevanter Prozess wurde nicht oder ungenau modelliert

(Temperatur als konstant angenommen, Luftwiderstand vernachlassigt, ... ).

2. Datenfehler: Messungen von Anfangsbedingungen, Randbedingungen, Werte

fur Parameter sind fehlerbehaftet.

3. Approximationsfehler: Abbruch von Reihen oder Iterationsverfahren, Ap-

proximation von Funktionen (z. B. stiickweise Polynome).
4. Rundungsfehler: Reelle Zahlen werden im Rechner gendhert dargestellt.

In dieser Vorlesung konzentrieren wir uns auf die Untersuchung von Punkten 3 und 4,
d.h. Rundungsfehler und Abschneidefehler (nicht Modell- und Datenfehler), und

untersuchen auflerdem Stabilitdt und Effizienz von numerischen Methoden.
Wir wollen zu Beginn ein paar der Begriffe anhand eines Beispiels kennenlernen:

Beispiel 1.1 (Numerische Approximation von 7). Wir wollen 7 so genau wie moglich

und nur mittels der Operationen +, —, X, =, va (typisch fiur Computer) berechnen.

Dazu unterteilen wir die Einheitskreisschei-
be D zunéchst in 2N gleiche Segmente, die D

wir mit T bezeichnen. Dann ist T

_271' m 4

T 2N N

™
h:" —_
bln(]\f)7

und wir kénnen somit 7 approximieren durch

und

1
7m=|D|=2N-|T| ~ 2N - isin (;) = Nsin (;\;) . (1.1)



1.2 Lernziele

Aber wie berechnet man sin(%;) ohne 7 zu benutzen? Hierzu betrachten wir die

folgenden trigonometrischen Identitaten:

cos(20) = 1 — 2sin? 0 (T1)

cos(20) = /1 — sin?(20) (T2)

Fiir < 7 ist dann die Gleichung (T1) — (T2) dquivalent zu

1—4/1 —sin?(20)
sinf = 5 . (1.2)

Dadurch kann man folgende Rekursion definieren:

sin (g) =1, (1.3)

sin (;;) = $ S —231n2(7r/n) : (1.4)

Durch rekursives Anwenden von (1.4) erhalten wir somit

sin (]7\;) fir N = 22,93 24 .

Formel (1.4) ist ein typisches Beispiel einer Iteration — einfache arithmetische Opera-
tionen werden wiederholt angewendet, um eine Ndherungslosung eines ,,schwierigeren®

Problems zu finden.

Obige Iteration ist sehr leicht zu programmieren (z. B. in Matlab):

K = input(’ Waehlen Sie die Anzahl der Iterationen K: 7);

s = 1; % s = sin(pi/2)
N = 2; % Initialisieren von N
for i =2K%i=2,3, ..., K
s = sqrt((1—sqrt(l—s"2))/2);
N = 2xN;
end
p = Nxks;

fprintf ('K =%3.0d, N = %4.0d: Naeherung fuer pi = %12.10g’,
K.N,p)




1.2 Lernziele

Das Programm erzeugt folgende Ausgabe:

K Ay :=NsinZ | Ay = Ay — Ayy AANf
2| 4 2.828427

31 8 3.061467 2.33 x 107!

4 | 16 3.121445 6.00 x 1072 3.89
5| 32 3.136548 1.51 x 1072 3.97
6 | 64 3.140331 3.78 x 1073 3.99
7 | 128 3.141277 9.46 x 10~4 4.00
8 | 256 3.141514 2.37 x 1074 4.00

Ap scheint gegen 7 zu konvergieren, wenn N — oo. Um zu schitzen wie schnell,

machen wir den Ansatz
Ay=nm—-CN™“ (1.5)

und schéitzen die Konstanten C,a > 0. Wenn (1.5) gilt, dann folgt

N —Q
Ay = Ay — Ay =C <N‘°‘ - (2) ) — C(1— 2N
und wir erhalten
N 00
Ay

Aus der Tabelle kann man ersehen, dass o ~ 2.

( M)

Definition 1.2 (Landausche Symbole).
(a) Fir zwei Funktionen g(t), h(t) der Variablen ¢ € R, schreibt man
g(t) = O(h(t)), firt—0
falls to > 0,C > 0 existieren, sodass fiir alle t € (0, to] gilt, dass
lg(t)| < ClA(t)]
(Anschauliche Bedeutung: ,,g(t) geht wie h(t) gegen 0%).
(b) Auflerdem schreibt man
g(t) =o(h(t)), firt—0,

falls
9(t) ‘

lim 0

t—0

(Anschauliche Bedeutung: ,,g(¢) geht schneller als h(t) gegen 0%).




1.2 Lernziele

Unsere Experimente lassen die Vermutung zu, dass
|An — 7| = O(N7?).

Koénnen wir das mathematisch rigoros beweisen? Um diese Frage zu beantworten,

benétigen wir zunéchst einen der wichtigsten Sétze der Numerik.

Satz 1.3 (Satz von Taylor). Sei f : (a,b) - R (m-+1)-mal stetig differenzierbar

und seien x,xo € (a,b) mit xg # x. Dann gilt

F(@) = @) + Fao)(x — 20) + LD @) ..
(m) (5
+ fm('o)(m —z9)™ 4+ R ()

mit Restglied
Frm(e)

(m " 1)! )m+1

Ry (x) =

(x —

fir ein & strikt zwischen x und o, d. h. £ € (x,x0) oder § € (xg,x).

Beweis.  Analysis I, Mathe fiir Informatiker II, bzw. [Forl6, §22, Satz 1 und 2]. [

Wir kénnen nun diesen Satz anwenden, um die Konvergenz unserer Methode zur

Berechnung von 7 zu zeigen:

Satz 1.4. Es ezistiert ein C' > 0 konstant, sodass fir alle N > 2 gilt:

C

Beweis. Man wende Taylors Satz auf f(z) = sin(z) an mit (a,b) = (-3,

)’

[SIE

€ (0,%), o = 0 und m = 2. Dann existiert ein € (0, x), sodass

73

sin(z) =z — ) cos(§).

Also, fiir N > 2,
3
sin (;\;) = % - gﬁcos(f)
woraus durch Umstellen folgt

3 3
‘Nsin (;\;) -7 —

s ™
= W\Cos(f)\ <

10



1.2 Lernziele

Wir wollen in diesem Kurs sowohl Verlédsslichkeit als auch Effizienz untersuchen,

deshalb betrachten wir auch die Komplexitéat des Algorithmus:
e Sei N = 25K+1 (wobei K die Anzahl der Iterationen ist).

e In (1.4) werden in jeder Iteration zwei Subtraktionen, eine Multiplikation, eine
Division und zwei va benétigt, also insgesamt sechs Operationen (wenn alle

gleich gezéhlt werden).
e Da (1.4) K-mal ausgewertet wird, sind das 6/ Operationen.

o In jeder Iteration gibt es einen Update von N (N = 2N) und am Schluss

werden s und N multipliziert, d.h gesamt

7K + 1 Operationen.

Die Komplexitat wichst also linear mit K wenn K — oo oder (&dquivalent) logarith-

misch mit N, d.h. proportional zu logy N, wenn N — oo.

Der dritte Punkt, den wir in diesem Kurs untersuchen wollen ist die Robustheit
(oder Stabilitét) von Algorithmen.

Frage: Ist der durch (1.4) beschriebene Algorithmus robust? Untersuchen Sie, was

passiert, wenn man K > 10 wihlt? Woran kann das liegen?

Danksagung

Das vorliegende Vorlesungsskript basiert fast zur Génze auf dem Vorlesungsskript von
Prof. Rolf Ranacher [Ranl7], welches selbst eng dem Buch von Stoer und Bullirsch
[SB] folgt. Kapitel 3.7 zu Haar-Wavelets ist aus dem Vorlesungsskript von Prof. Peter
Bastian [Bas20] adaptiert.

Die erste Version des Skripts entstand im Wintersemester 2018/19 und wurde im
Laufe des Wintersemesters 2020/21 zu dem vorliegenden Skript iiberarbeitet. Der
erste Autor dankt dem zweiten Autor fiir die sorgféltig ausgearbeitete Latex-Version

inklusive der klaren Illustrationen.
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2 Zwischenspiele zu wichtigen

Kernkonzepten der Numerik

In diesem Kapitel fiihren wir zuerst zwei Begriffe ein, die wesentlich in der Beschrei-
bung numerischer Aufgaben und numerischer Algorithmen sind. Danach befassen wir
uns mit der Darstellung von Zahlen auf einem Computer und mit der Analyse von
Rundungsfehlern. Um nicht gleich mit abstrakten Konzepten zu starten und den Fluss
der Vorlesung nicht zu sehr zu stéren, werden die folgenden Kapitel an passenden

Stellen in der Vorlesung als sogenannte ,,Zwischenspiele” eingebaut.

2.1 Konditionierung

Unter einer numerischen Aufgabe versteht man die Berechnung endlich vieler
Groflen y;, @ = 1,...,n aus einer Reihe anderer Groflen z;, j = 1,...,m, mittels

einer funktionalen Vorschrift
yl‘:fi(‘rlv"-ymm), i:l,...’n7

oder kompakt
y=f(z).

Das Losen eines linearen Gleichungssystems Ax = b fithrt bspw. zur numerischen
Aufgabe
= f(A,b):=Ab.

( M)

Definition 2.1. Bei Verwendung fehlerhafter Eingangsdaten x; + Az; (z.B.
aufgrund von Rundungs- oder Messfehlern) ergeben sich fehlerhafte Resultate

yi + Ay;. Wir bezeichnen mit

| Az den absoluten Datenfehler ,
Amj
o

den relativen Datenfehler ;

12



2.1 Konditionierung

| Ay, den absoluten Fehler (im Resultat) ;
Ay;

) den relativen Fehler (im Resultat) .
J

Bemerkung. Grofle absolute Fehler konnen, relativ gesehen, klein sein und umgekehrt;
+100km beim Messen der Distanz Erde-Mond kann als (relativ) klein angesehen

werden, wahrend der selbe Fehler auf die Distanz Heidelberg—Paris relativ grof3 ist.

Um den Einfluss relativ kleiner Datenfehler |Az;| < |z;| (z.B. Rundungsfehler)
auf das Resultat einer numerischen Aufgabe zu bestimmen, betreiben wir nun eine

sogenannte differentielle Fehleranalyse. !

Nehmen wir an, dass jedes der f; zweimal stetig partiell differenzierbar ist beziiglich
xj fir j =1,...,m, und dass ||Az| < |y, fiir alle ¢ = 1,...,n (d. h. die Datenfehler
sind kleiner als die Resultate, absolut betrachtet). Daraus folgt fir i = 1,...,m mit

dem Satz von Taylor im Mehrdimensionalen (vgl. Satz 1.3 fir m = 1), dass

Ay; = fi(x + Ax) Z 8fl r)Axj + Rf(x Ax).f (2.1)
Fiir das Restglied gilt
Rl (z;A2) = O(|Ax|?) (2:2)
und deshalb
Ay; T 0f; Az,
" =Za (2)= >+ O(laz]?)

i( e ) 254 o(aal?) 23

=t kij (a?)

Definition 2.2 (Konditionierung). Die Groen k;;(x) in (2.3) heilen relative
Konditionszahlen der Funktion f im Punkt z (sie sind ein Maf, wie relativ
kleine Datenfehler sich im Resultat auswirken). Man nennt die Aufgabe y = f(x)
schlecht konditioniert, wenn eines der |k;;(z)| > 1; andernfalls heifit die

Aufgabe gut konditioniert.

Im Fall |k;;(x)| < 1 spricht man von Fehlerddmpfung, im Fall |k;;(z)] > 1

spricht man von Fehlerverstiarkung.

'Das Symbol < steht fiir ,viel kleiner als®.

13



2.1 Konditionierung

Beispiel 2.3. Wir betrachten die Konditionierung arithmetischer Grundoperationen:

(a) Die Addition

y = f(x) == x1 + x2, $_<m1>€R2, x1,T2 #0
X2
mit of )
I I
k = — = 1 = ,
1) 0y (:E)f(ﬂc) r1+xy  14zo/2g
und 5 )
kao(x) = —f(m) 2 T2

Ory" f(x) mitwmy  1+a1/w
ist schlecht konditioniert fir 1 =~ —x2. Bei Addition &hnlich grofler Zahlen
mit unterschiedlichen Vorzeichen kann bei Fortpflanzung von kleinen Datenfeh-

lern sogar Ausloschung wesentlicher (dezimaler) Stellen auftreten.
(b) Die Multiplikation y = f(z) = x1 - 22, © € R?, mit

o

" Oy

T - T1 -
(x)m = x2$1x2 =1

kl (37)

und (analog)
k‘Q (JL‘) =1

ist generell gut konditioniert.

(¢) Auch die Division ist generell gut konditioniert. MMS

Beispiel 2.4. Betrachten wir das lineare Gleichungssystem
1.2969 0.8648) (x|  (0.8642
0.2161 0.1441) \y)  \0.1440
mit (eindeutiger) Losung (z y)T = (2 —2)T. Eine Storung der rechten Seite zu

(0.86419999 0.14400001), d. h. ein relativer Datenfehler von O(1078) erzeugt die

Niaherungslosung
(x+ Az y+ Ay)T =(0.9911 —0.4870)7,

d. h. ein relativer Fehler im Resultat von O(1). MMS

14



2.2 Stabilitét

2.2 Stabilitét

Leider kann ein schlecht gewéhltes Verfahren (Algorithmus) auch bei einer gut
konditionierten Aufgabe zu einer groflien Fehlerverstarkung fithren. Man spricht in

diesem Fall von Instabilitat des Algorithmus.

Fiir eine gegebene numerische Aufgabe y = f(z) mit f : R™ — R" versteht man unter
einem numerischen Verfahren (Algorithmus) zur (ndherungsweisen) Berechnung
von y aus x eine endliche Folge von elementaren Abbildungen (Operationen)

¢ die durch sukzessive Anwendung einen Niaherungswert § zu y liefern:

v — oW@) — P EW(@) — ... — oW B M (@) ) =7

Im einfachsten Fall sind die ¢®) arithmetische Grundoperationen.

( N

Definition 2.5 (Stabilitdt). Bei der Durchfithrung eines Algorithmus mit ge-
storten Daten treten in jedem Schritt Fehler auf, die sich bis zum Ende der
Rechnung akkumulieren kénnen. Der Algorithmus wird stabil genannt, wenn die
im Laufe der Ausfithrung akkumulierten Fehler den durch die Konditionierung

bedingten unvermeidbaren Problemfehler nicht signifikant iibersteigen.

Aufgrund der (endlichen) Darstellung von reellen Zahlen am Rechner miissen Daten
und Zwischenresultate gerundet werden und sind generell immer gestort (siehe
Kapitel 2.4). Deshalb reicht es im Allgemeinen schon, dass eine der elementaren

Abbildung ¢® schlecht konditioniert ist, dass ein Algorithmus instabil ist.

Beispiel 2.6 (Losen quadratischer Gleichungen). Gegeben seien p,q € R mit g # 0.
Wir betrachten die quadratische Gleichung

v —py+q=0.

Fiir die Losungen (,,Wurzeln®) y1, yo gilt

y1=f1(p,Q)=§+ pz—q und yzzfz(p,Q)zg— %—q
sowie
y1+y2=p und yiy2=gq.
Daraus folgt
88‘21—1—%];2:1 und %‘ng—i—%fylzo
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2.2 Stabilitét

und somit
oft _ n Ofs o
—= = und —— = .
Op  y1— Yy Op  y2—1

Damit erhalten wir
ofi p yi ity 1

k Q) = == = = LAN— .q) .
11(p, q) v vi—vz w1 1_ 21(p, )

Y1

Auf dhnliche Weise folgt

1
ki2(p, q) = Tz and ka2(p, q) = &

Y2

Wir sehen also, dass die Berechnung von y1, yo fiir y1 = y2, d. h. fiir dicht nebenein-

anderliegende Wurzeln, schlecht konditioniert ist.

Betrachten wir nun die gut konditionierte Aufgabe

v —py+q=0 mitp<0 und 0#¢<

d.h. |yi1/y2] > 1. Der Algorithmus zur Berechnung von yi,ys kénnte wie folgt

aussehen: Setze

u:p—, v=u—q, w=+".

4

Diese Operationen fithren alle zu keiner wesentlichen Fehlerverstarkung:

Au

u

4 u

v u

~1 <1

2 2

w

Um Ausléschung zu vermeiden, berechnen wir zuerst

—w

jp=12
279

und erhalten fiir Ays = 9o — o

Y2 p Y2

A 2w\ A
:( P >p+( 2 >w+(9(|Ap|2+|Aw|2),
P w

p— 2w
N————

~
~

p— 2w
N————’

[SIE
[NIE

~
~

da w~ —

N3
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_ (Pp> ?p +O(|ApP) = 2?]9 +0O(|Ap|?)

Av _ (1“> Au ((1)3) Aqq + O(|Aul? + |Ag)?)

Aw _ (1U1/2”> Av + O(JAv]?) = Lav + O(|Av]?)
w/) v v

A 1p) A A
292 _ (2p> =Py ((—1)”) =24 0(1apP + |Aw?)
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2.3 Zahlendarstellung

Um die zweite Wurzel zu berechnen, betrachten wir

Variante A: Variante B:

- p -

=P -
2 U2

Wegen w ~ —& kommt es bei Variante A zwangslaufig zu Ausléschung:

A A 2 A
yl:( p )p+( w )w+o(|Ap|2+|Aw\2).

U1 p+2w/) p p+2w) w
—_——— —_——
>1 >1

Der Algorithmus ist also fiir ¢ < p?/4 sehr instabil.

Bei Variante B dagegen gilt

A 1 g\ A 2\ A
= (qu> =1 (%”) =2 10180 +Apl) |

Yy Y2 q q Y q ) Yo
=1 -1

d. h. der Algorithmus ist stabil.

Bemerkung 2.7. Bei der Losung quadratischer Gleichungen sollten als nicht beide

Waurzeln aus der klassischen Lésungsformel berechnet werden!

Beispiel 2.8. Sei bspw. p = —4, ¢ = 0.01 und wir runden auf 4 Stellen. Mit den
Werten

4 (exakt)
0 =3.99 (exakt)
W= 1.997(4984 ...
—3.997

Y2
erhalten wir fiir das exakte FErgebnis y; = —0.0025015645 ... die Ndherungslésungen

Variante A: ¢, = —0.003
Variante B:  §j; = —0.002502(018764. . .)

Der relative Fehler ist also 20% in A und 0.0174% in B!

2.3 Zahlendarstellung

Bei der Ausfithrung numerischer Algorithmen auf einem Computer treten durch

die notwendigerweise endliche Darstellung von Zahlen zwangslaufig Fehler auf. Wir

17



2.3 Zahlendarstellung

betrachten nun wie Zahlen am Computer dargestellt werden und kommen dann

nochmal zuriick auf Konditionierung und Stabilitit (vgl. Kapitel 2.1-2.2).

Zur Approximation reeller (und komplexer) Zahlen und elementaren arithmetischen
Operationen werden sog. Maschinenzahlen und Maschinenoperationen verwen-

den, die am Computer realisierbar sind.

( 7
Definition 2.9. (a) Eine (normalisierte) FlieBkommazahl zur Basis

beN, b> 2, ist eine Zahl, dargestellt in der Form

x=4mxbEe (2.4)
mit der Mantisse
m=mb l+mb2+...+mb " +... €R
und dem Exponenten

6:eobo+61b1+...+€8_1bs_1+... eN,

wobei m;,e; € {0,...,b—1}. Jedes x € R kann so dargestellt werden.

(b) Mit den Bedingungen my, = 0 fiir alle &£ > r und e;, = 0 fur alle £ > s erhalt
man einen Unterraum der reellen Zahlen mit endlicher FlieSkomma-

darstellung, das numerische FlieBkommagitter

F:=F(b,r,s) CR. (2.5)

(c) Jedes x # 0 ist eindeutig bestimmt durch die Zusatzbedingung m; # 0.

(d) Fir x = 0 setzen wir m = 0 und e = 0.

Am Computer stehen fir jede Zahl aufgrund von endlichem Speicher nur endlich

viele Stellen zur Verfiigung. In F(b, r, s), miissen fiir jede Zahl
e 71 Ziffern + 1 Vorzeichen fir die Mantisse
e s Ziffern + 1 Vorzeichen fiir den Exponenten

gespeichert werden, d. h. gesamt r + s + 2 Werte. Alternativ kénnte man mit Fest-

kommazahlen arbeiten, d. h.

l
r== Z mibt,
i=—k

18



2.3 Zahlendarstellung

was fiir wissenschaftliche Anwendungen aber aufgrund der sehr unterschiedlichen

Groflen vieler Zahlen ineffizient und unbrauchbar ist:
« Ruhemasse eines Elektrons = 0.9109384 x 10730 kg
o Lichtgeschwindigkeit = 0.2997925 x 10% m/s
o Avogadrokonstante = 0.6021415 x 10%*1/mo

Um alle drei Zahlen mit &hnlicher Genauigkeit wie in der iiblichen FlieBkommadar-
stellung (z. B. “double precision” mit Basis b = 2, sieche unten), miisste man tiber 200

Werte speichern.

Bemerkung 2.10. Da F(b,r, s) endlich ist, gibt es eine grofite/kleinste darstellbare

Zahl. Mit m; = (b — 1) = ¢; (und einem positiven Vorzeichen im Exponenten) erhalt

man
xIJ;lax - (b - 1)(b71 +...+ bfr)b(bfl)(bOJr-..erS—l)
1-r—1 s
=0 1)[,—1%[)@_3% (2.6)
=(1-=bT" 1,
sowie
T = —(L—= 077" 71 2.7)

Auch nahe 0 gibt es eine kleinste positive bzw. gréfite negative, darstellbare Zahl.
Setze dazu m; =1, m; =0 fir i > 1 und e; = b— 1 (und einem negativen Vorzeichen

im Exponenten), folgt
al = plp=(b=D)(+.. b _ p—b° (2.8)
und
—b7". (2.9)
Beispiel 2.11. (10, 3,1) besteht aus x = 0 sowie Zahlen der Form
z = 4(my x 0.1+ msy x 0.01 +m, x 0.001) x 10%
mit my € {1,...,9} und mgy, ms, ey € {0,...,9}, z.B.

0.999 x 10*  oder  0.124 x 107!,

aber nicht
0.140 x 10710 oder  0.7934 x 107 .
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2.3 Zahlendarstellung

Beispiel 2.12. Als Basis wird auf fast allen modernen Rechnern b = 2 gewéhlt (ab
und zu b = 16). Beim sog. IEEE double precision Format (Standard in MATLAB,
Datentyp double in C++) werden 8 Bytes = 64 Bits zum Speichern einer Flie-
kommazahl verwendet. Statt des Exponenten +e € Z wird die sog. Charakteristik

c € Ny verwendet:
T = +m x 26 emintl (2.10)

mit ¢ = o2 + ¢12' + ... + ¢,2°. Dadurch entfallt die Speicherung des Vorzeichens

im Exponenten.

Durch den extra Faktor 2 in (2.10) ist diese Darstellung nicht ganz dquivalent zu
F(2,7,s), sondern leicht verschoben in den Bereich der positiven Exponenten. Da
b = 2 ist m; = 1 und muss deshalb nicht gespeichert werden. Die zur Verfiigung

stehenden 64 Bit werden dann folgendermafien verwendet:

1 Bit fiir das Vorzeichen;
52 Bit fiir ma,...,m, € {0,1};
11 Bit fiir die Charakteristik.

Damit ergibt sich » = 53 und s = 10. Es folgt
x = +m x 2071022 (2.11)

Dabei werden die Werte ¢ = 0 und ¢ = 2047 ausgenommen fiir spezielle Werte, sodass
ce{l,...,2046} und

gg;;ax — (2—1 4.+ 2—53) % 91024 91024 | g 5 10308
g =271 x 27102 — 971022 5 9 9 5 1308

und dhnliche Minima/ Maxima im negativen Bereich. Wir erhalten auflerdem fiir

c=0, m=1 =Null
c=2047, m=4+1 =40
c=2047, m#1 =NaN

NaN steht hierbei fiir Not a Number und wird bspw. verwendet, um das Ergebnis

bei Division durch Null zu speichern.
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2.4 Rundungsfehleranalyse

2.4 Rundungsfehleranalyse

Ausgangsdaten z € R einer numerischen Aufgabe und Zwischenergebnisse miissen
durch Maschinenzahlen dargestellt werden. Dazu definieren wir eine Rundungsope-

ration rd : R — F mit der natiirlichen Forderung

|z — rd(z)| = min |z — y| Vx € D (2.12)
y€eF
mit
D= [xr;inﬂ xr;ax] U {0} U [xr—;inﬂ x;rlax]
(iiblicherweise setzt man rd(z) = 0 fiir * € ([Tpa, Tiy)), Td(z) = +oo fiir @ > zf
und rd(z) = —oo fiir x < x;,)-

Bei der natiirlichen Rundung, z. B. im IEEE Format ist

mib™ L+ . 4 mb ") x b° , fir myo1 < b/2
rd(z) = sgn(z) x (m ) +1 < b/ (2.13)
(mib™t + ...+ (my + 1)b77) x b¢ | fiir myqq > b/2.
Der absolute Rundungsfehler in (2.13) erfiillt
1 _
|z —rd(z)| < 56 "¢, (2.14)

héngt also vom Exponenten e ab. Dagegen ist der sog. relative Rundungsfehler

nur von b und r abhéngig und ist wegen

x —rd(x)

x

7T 1
_'jnﬂbe <35b = eps (2.15)

fiir alle x € D, z # 0, durch die sog. Maschinengenauigkeit eps beschrénkt.

Fiir jedes x € D gilt offenbar
rd(z) = z(1+¢€) mit |e] < eps. (2.16)
Beim IEEE double Format ist der maximale relative Rundungsfehler kleiner gleich

1 —52 —16
€PS4ouble — 52 ~ 10 .

Die arithmetischen Grundoperationen +, —, x, / werden durch Maschinenopera-
tionen @, ©, ®, © ersetzt, wobei das Resultat einfach gerundet wird, also bspw.
fiir +

r@y=rdlx+y)=(z+y)(l+e) mit |e| < eps. (2.17)
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2.4 Rundungsfehleranalyse

Achtung! Die Maschinenoperationen geniigen dem Assoziativ- und Distributivgesetz
nur ndherungsweise. Die Reihenfolge der Operationen ist also wichtig; wir erhalten

fiir je nach Reihenfolge also unter Umstdnden Stabilitédtsprobleme.

Beispiel 2.13 (Vorwértsrundungsfehleranalyse). In diesem Beispiel analysieren wir

die folgende Aufgabe
y=a2—x3 baw. y=(x]+x2)(x1 — 22).
Algorithmus A:  Der erste Ansatz fihrt auf

YA = (xl X :El) o (CCQ X $2)
( (I+er) —x2(1+62)> (1+e3)
=22 — i 4afe; — xdeo + (23 — 22) e3 + O(eps?).
—— %,_/
=y =y

Wir erhalten fiir den relativen Rundungsfehler

-7 z3 + 23 + |2% — 23
’y YA <4 22 ’% 2‘eps—|—(’)(epsz)
Yy |1 — 23]
= (1+W> eps + O(eps?).
|23 — a3

Fiir 23 ~ 3 kommt es daher zu starker Rundungsfehlerverstirkung.
Algorithmus B: Fiir den zweiten Ansatz ergibt sich
Y = (xl D JZQ) (111 © xg)

= ((z1 +22)(1 +€1)) ((z1 — 22)(1 +€2)) (1 + €3)
y(I+e)(1+€e)(1+e3),

woraus folgt

’y_yB’ < le1 + €2 + €3] + O(eps?)
< 3eps + O(eps?).

Algorithmus B ist offenbar im Allgemeinen stabiler als Algorithmus A.

Rundungsfehlerfortpflanzung kann aber noch viel katastrophaler sein, wie folgendes

Beispiel zeigt.
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2.4 Rundungsfehleranalyse

Beispiel 2.14. Fir Integrale der Form

1
Ik:/ aFexp(x)dz
0

kann man mit Hilfe von partieller Integration leicht die folgende Rekursionsformel
herleiten:
Ip=e—1 und Iy=e—k-I;_,, furk>1.

Scheint ein sehr einfacher Algorithmus zu sein, aber wie funktioniert er in der Praxis?

Die ersten 26 Werte fiir I}, mit IEEE-double precision Genauigkeit berechnet (also

mit eps ~ 10710), ergeben:

k berechnetes Iy Fehler |Aly]| k berechnetes Iy Fehler |Aly|
0 1.718281828459050 2.6 - 1015 13 0.181983054536145  3.3-107
1 1 (Null) 14 0.170519064953013  4.6-10~°
2 0.718281828459045 1.5-10—15 15 0.160495854163853  7.0-10°
3 0.563436343081910 5.5-1016 16 0.150348161837404  1.1-1073
4 0.464536456131406 1.0-10~15 17 0.162363077223183  1.9-102
5 0.395599547802016 6.0 - 1015 18  -0.204253561558257 3.4-10"1
6 0.344684541646949 3.8-10"14 19  6.59909949806592 6.7 - 100
7 0.305490036930402 2.7 -1013 20 -129.263708132859 1.3-10%
8 0.274361533015832 2.1-1012 21 2717.25615261851 2.7-103
9 0.249028031316559 1.9.10—11 22  -59776.9170757787 6.0 - 104
10  0.228001515293454 1.9.10—10 23 1374871.81102474 1.4-10°
11  0.210265160231056 2.1-10° 24  -32996920.7463119 3.3.107
12 0.195099905686377 2.5-108 25  824923021.376079 8.2- 108

Die Rekursionsformel I, = e — k - I;_1 fuhrt zu einer Fehlerverstdrkung um den
Faktor k im k-ten Schritt !!
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3 Interpolation und Approximation

In diesem Kapitel versuchen wir die folgenden Fragen zu beantworten:

(i) Eine Funktion f(z) sei nur in einer diskreten Menge von Argumenten zo, ..., Z,
bekannt. Wie kann f(x) mittels dieser Information rekonstruiert werden (z. B.

zur graphischen Darstellung oder zur Auswertung an Zwischenstellen)?

(i) Wie kann eine analytisch gegeben Funktion f(z) am Computer dargestellt
werden (und berechenbar werden fiir beliebiges x, z. B. trigonometrische Funk-

tionen)?

In beiden Fallen stellt sich das Problem folgendermafien dar: Wir wollen ein System
mit unendlich vielen Freiheitsgraden, y = f(z), durch einen endlichen Datensatz

simulieren.

Man bedient sich dazu gewisser Klassen P von ,einfachen“ Funktionen, z. B.:

Polynome: p(z) =ap+ a1z + ...+ apz"

r(z) = ag+a1x+...+ayz"

rationale Polynome: = b+ bz + ... +b,2"

n

trigonometrische Polynome: ¢(z) = ag+ 3. (a cos(kz) + by sin(kz))
k=1
n
Exponentialsummen: e(r) = Y apexp(bgr)

Definition 3.1. (a) Man spricht von Interpolation einer Funktion f durch

ein Element g € P, wenn fiir alle ¢ =0, ..., n gilt:

gl@g) = s = fil@i)
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3.1 Lineare Interpolation

(b) Man spricht von Best-Approximation einer Funktion f durch ein Ele-

ment g € P beziiglich einer Norm ||-||, wenn

— gl = min|| f — Al|.
If =gl ggng [

. /

Typische Normen, die zur Best-Approximation verwendet werden, sind

z€la,b

b 12
£l = ma [F(@)]  oder Hﬂy—(lumwdﬂ .
Beispiel.

f(t) = Live Musik
f(t;) = elektronisch gesamplete Live Musik auf einer CD zu diskreten Zeiten ¢;

g(t) = Lautsprecheroutput, der die Daten zu allen Zeiten t interpoliert

3.1 Lineare Interpolation

Hier n = 1. Gegeben seien zg # x1 und f(xg) und f(z1). Die lineare Interpolierende
ist

pio) = fGao) + (HLZLE)) (g, (3.1

1 — Xo

Beispiel 3.2. Sei f(z) = \/z,z9 = §,71 = 1. Damit erhalten wir

Der maximale Fehler ist ca. 0.0417 (vgl. Abb. 3.1). Fiir 2o = 0 und 21 = 2 ist der
maximale Fehler ca. 0.217. Wie konnen wir diesen Unterschied erklaren? Zum Beweis

bendtigen wir die folgenden wichtigen Sétze aus der Analysis:

Satz 3.3 (Mittelwertsatz). Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).

Dann ezistiert ein € € (a,b), sodass

f) = fla) _
V2D _ e,
Beweis. Anwendung von Satz 1.3 (Satz von Taylor) mit m = 0. O
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3.1 Lineare Interpolation

1 : 0.05
v
4
0.9 7 1 0.04|
4
I
'
0.8 , 1 0.03F
d
4
d
0.7 ’ 1 0.02f
e
7
e
06 s 1 0.01F
'
4
v
05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ol ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
03 04 05 06 07 08 09 1 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 3.1: Der Graph von f(x) = y/x (blau) und der Interpolierenden p; (rot)
fur die Stutzstellen xg = i,xl = 1 (links), sowie der Graph des
Interpolationsfehler f — p; (rechts).

Korollar 3.4 (Satz von Rolle). Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)
mit f(a) = f(b). Dann existiert ein € (a,b), sodass

f'(€)=o.

Um den linearen Interpolationsfehler zu analysieren, setzen wir

e(z) = f(z) —pr().

Offenbar gilt e(zg) = 0 = e(x1).

Satz 3.5. Sei f : [z, 1] — R stetig auf dem Intervall [z, x1] und zwei mal stetig

differenzierbar auf (zg,x1). Dann existiert fir alle x € (xo,x1) ein £ € (xo, 1),

e(x) = ! 2(5) (x — zo)(x — 1) .

=: wa(x)

sodass

Beweis. Setze wa(x) = (x—x)(z—x1). Fiir festes x € (xg, z1) gilt dann wo(z) # 0.

Mit
e(x)

wa(x)

g(t) :==e(t) — wa(t), t € [zo,x1], (3.2)

erhélt man
g(zo) = e(xp) — e(z) wg(z9) =0.
wa ()

Analog ist g(z1) = 0 und g(z) = 0. Da f (und deshalb auch g) die Annahmen von
Korollar 3.4 auf [xg,z] und auf [z,z] erfillt, existieren n € (zg,x),n2 € (z,21),

sodass

g'(m)=0=4g'(n).

26



3.2 Polynominterpolation

Auch ¢ erfiillt die Voraussetzungen von Korollar 3.4 auf [n;, 12], sodass ein £ € (n1,72)

existiert mit
g"(€) =0. (3.3)

Da p; linear ist, folgt pf(¢) = 0 und wir erhalten mit (3.2)

" d2 1"
7' = g (£0 =m0 = 2= a) = 70 -0-2.57
woraus wir mit (3.3)
_ ey o €LE)
0=F"(6) 2, >
erhalten. Durch Umstellen folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Der Wert von £ in Satz 3.5 hingt von z ab, d.h. £ = £(z), und ist

normalerweise nicht bekannt. Es ist wichtig, dass f zwei stetige Ableitungen hat!

Korollar 3.6. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.5 gilt

(21 — x0)°

He”oo,[xo,xl] S 8 Hf//HOO,[l'(),l'l] :

Beweis. Aus Satz 3.5 folgt, dass fir alle z € (zg,21) ein { € (zg, z1) existiert,

sodass

()] = Loy ). (3.4)

Es gilt |wa(z)| = (x — z9)(z1 — =) und eine einfache Kurvendiskussion ergibt

2
max _|wa(x)| = (@1 = 20)” (3.5)
z€[z0,21] 4
Zusammen mit (3.4) folgt
(21 — m0)”
‘e(x)‘ < THfHHoo,[zg,ml]'
Die Ungleichung gilt trivialerweise auch fir r = xg und = = ;. O

3.2 Polynominterpolation

Wir bezeichnen im Folgenden mit
Pn={p(x)=ap+az+...+apz" |a; €R, i=0,...,n}

den Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich n.
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3.2 Polynominterpolation

( 7

Definition 3.7. Die Lagrange-Interpolationsaufgabe besteht darin, zu n+1

paarweise verschiedene Stiitzstellen (,,Knoten*) xo,...,z, € R und Knotenwer-
ten o, ...,Yn € R ein Polynom p € P,, zu bestimmen, sodass
pzi) =y firi=0,...,n. (3.6)
. J

Satz 3.8. Die Lagrange-Interpolationsaufgabe ist eindeutig losbar.

Beweis. Die Bedingung (3.6) entspricht n+1 Gleichungen in den n+1 Unbekannten
ag, - - -, Gy, ist also insb. ein endlichdimensionales Gleichungssystem. Daher sind

Losbarkeit und Eindeutigkeit aquivalent und es geniigt die Eindeutigkeit zu zeigen.

Seien p1,ps € Pp zwei Losungen. Wir definieren nun
q:=p1—p2 €P, sodass ¢(x;)=0furallei=0,...,n.

Wir bendtigen nun zunéchst einen weiteren Satz:

Satz (Restpolynomsatz). Seip € P, und c eine Nullstelle von p mit p(c) = 0. Dann

existiert g € Pp_1, sodass

Beweis. Siehe bspw. [Fisl4, S. 64ff]. O

Durch n-maliges Anwenden dieses Satzes erhalten wir

g=(x—z9)(x—21)...(r —xp_1)g mit g € Py,

aber

q¢(zp) =0 und =z, # xz;, fir i=0,...,n—1.
Also ist ¢ = 0 und somit auch ¢ = 0, woraus folgt, dass p; = po. ]
Bemerkung. Satz 3.8 kann auch durch n-maliges Anwenden von Korollar 3.4 (Satz MMS

von Rolle) bewiesen werden.

Zur Konstruktion verwendet man die Lagrange-Basispolynome

n .
D@ I o= ePu i=0in (3.7
=041t

(2.B. LY (2) = azmllemaia-s) )

(xz2—x0)(z2—21) (2 —23
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3.2 Polynominterpolation

Bemerkung. Die Familie von Polynomen (Lfn))n 0 ist eine Basis von P,.
1=

Offenbar gilt

- 1, fallsi=k )
L7 (zx) = . =:0; 1 (,Kronecker Symbol*) (3.8)
0, fallsi#k

( M)

Definition 3.9. Es folgt klarerweise aus (3.8), dass das Polynom
i=0

die Bedingung (3.6) erfiillt. Es wird Lagrange-Darstellung des Interpolations-
polynoms fiir die Stiitzpunkte (xo,vo0), ..., (Tn, yn) genannt.

Die Lagrange-Darstellung hat den Nachteil, dass die Basis (Lgn)) von n abhadngt und

sich dndert, wenn ein neuer Stutzpunkt (2,41, yn+1) dazukommt.

Besser eignet sich die Newton-Darstellung mittels der Newton-Basispolynome:

No(z):=1 und N;(z):=(x—x0)...(x —xi—1), i=1,...,n (3.9)
Das Interpolationspolynom ldsst sich aus diesen durch sukzessives Auswerten des
Ansatzes N
p(z) = Z a;N;(x) (3.10)
i=0
an den Stiitzstellen x, ..., z, systematisch aufbauen; es fiilhrt auf das gestaffelte

(Dreiecks-)Gleichungssystem

Yo = p(ffo) = ap,

y1 = p(x1) = ap + a1(x1 — xo),
(3.11)

Yn = p(xn) = ap + a1(z1 —x0) + ... + an(xy — z0) ... (T — Tn—1),
woraus sich die Koeffizienten a; rekursiv berechnen lassen.

Eine weitere Stiitzstelle (5,41, yn+1) kann nun leicht hinzugefiigt werden. Eine

numerisch stabilere Berechnung liefert folgender Satz.
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3.2 Polynominterpolation

Satz 3.10. Die Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms fir (zo,yo), - - - ,

(Tn,yn) ldsst sich schreiben als

i=0
wobei y[xo, . .., x;] die zu den Punkten (xg, o), .., (xi,yi) gehorenden dividier-

ten Differenzen bezeichnen, welche rekursiv definiert sind durch

ylzi] = ui, i=0,...,n

Beweis. Gegeben 0 <i < j <nundk :=j—1i<n,seip;; € Py das Polynom, das

die Punkte (z;,;), ..., (x;,y;) interpoliert. Dann ist p = pg , das gesuchte Polynom.

Wir beweisen per Induktion beziiglich k, dass

pij(x) = yloi] +yles, v ](x — ) + .o+ ylzs, .zl — ) L (v —xj-1) (3.13)
(woraus (3.12) mit ¢ = 0 und j = n folgt).
Induktionsanfang: Da p; ;(x) = y; = y[xz;] gilt die Aussage fir k = 0.
Induktionsannahme: Gleichung (3.13) gelte fir alle ¢ < j mit j —¢ =k — 1.

Induktionsschritt: Dann folgt fiir ¢ < j mit j — i = k, dass

pij(x) = pij-1(x) +ag(z — ;) ... (x — 25-1). (3.14)
——
€Pr_1
Zu zeigen ist nun, dass aj, = y[xi,...,z;]. Weil p; j_1 € Pj_1, ist der fithrende

Koeffizient von p; ; (d. h. der Koeffizient zu z*) gleich a},. Man kann leicht verifizieren,

dass die folgende Formel gilt:

(@ — 2)piv1,3(2) — (2 — 25)pij-1(2)

(3.15)

pij(w) =

Aus der Induktionsannahme folgt weiterhin, dass die fiilhrenden Koeffizienten von
Pit+1,; und p; j_1 respektive y[z;i1,..., ;] und ylx;,...,x;-1] sind. Daraus folgt
mit (3.14) und (3.15), dass

YlTitt, ...z —ylzi, ..., xj1] _
:IZ]‘ — X;

aj, =

was zu zeigen war. O
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3.2 Polynominterpolation

Bemerkung. Aus der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms und der Unabhéngig-

keit von a, in (3.10) von der Nummerierung der Stiitzstellen folgt
YlTigy - Tiy] = YlTo, .-y Tn)
fir jede beliebige Permutation (ig,...,%,) von (0,...,n).

Die im Beweis von Satz 3.10 verwendete Beziehung (3.13) der Polynome p; ; fithrt

auf das Neville-Schema

(z0,%0) poo(z)
por(®) N
(z1,91) p1,1(2) < Po,2(z)
pia(z) 7
(w2, y2) pao(z) Pon—1(x) ~,
pO,n(fL')
(1:71,—27yn—2) pn—2,n—2(x) N pl,n(z) -
pn72,n71(x) AW
(zn—hyn—l) pn—l,n—l(x) < pn—Q,n(x)
¢
pnfl,n(m) 7
(Invyn) pn,n(ff) 7

und auf die Neville-Darstellung.
Auch hier ist die Hinzunahme einer weiteren Stiitzstelle einfach.

Zudem bietet das Neville-Schema eine sehr effiziente und numerisch stabile Methode
zur Auswertung von p(§) fiir £ # x;, ohne vorheriges Bestimmen der Koeffizienten
in (3.10) oder (3.12). Man setzt = £ im obigen Schema und verwendet die in
Satz 3.10 definierte Rekursion (3.15).

3.2.1 Auswertung von Polynomen

Das Auswerten von Polynomen p € P, die in der Form
p(x) =ag+ar1x+ ...+ apz"”

gegeben sind, an einem Punkt £ # x;, lasst sich effizient und numerisch stabil iiber

das Horner-Schema realisieren: MMS

bn = Qn,

b, = ag + br+1 &, firk=n-1,...,0,
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3.2 Polynominterpolation

p(§) = bo.
Fiir Polynome gegeben in Newton-Darstellung
px)=ag+ar(x —x0)+ ... +apn(z —x0)(x —21) ... (T — Tp_1)

verwendet man das verallgemeinerte Horner-Schema:

b, = an,
b = ar +bgy1 (§E—xx), firk=n—1,...,0,
p(€) = bo.

Beispiel 3.11. Gegeben die Knotenpaare (xo, o) = (0,1), (z1,y1) = (1,4), (x2,y2) =
(2,3), finde die Interpolierende p € Ps.

(a) Direkte Berechnung von p in der Monombasis {1, z, 2%} fithrt auf das Glei-

chungssystem
1 00 ag 1
1 1 1 ap | =1| 4
1 2 4 a9 3
GauB-Elimination fiihrt auf:
1 0 0|1 1 0 0|1 1 00
1114 ]~]1011{3 |~ 0113
1 2 4|3 0 2 4|2 00 2|—4
mit Losung (ag, a1,a2)T = (1,5, —2)7T, und deshalb
p(x) =1+ 5z — 222,
(b) In der Lagrange-Darstellung erhalten wir:
rz—1)(x—2 x—0)(x—2 z—0)(x—1
=1 G @=L @02 a0
(0-1)(0—2) (1-0)(1-2) (2-0)(2-1)
Ly () L () L$ (@)

= %(ﬂf —1)(z—2) —dx(x—2) + ;:p(:c —1) (identisch!)

(c) Fiir die Newton-Basis ergibt sich das Tableu
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3.2 Polynominterpolation

ap = ylzol =1
a1 =ylzo, 1] =755 =3
ylr] =4 ag = ylxo, v1,w9) = F5¢ = =2
ylxy, 2] g;_zli =-1 7
ylas] =3 7
und daher

plz)=_1 +3- x —2-z(x—1) (identisch!)
~~ =~ N
No(=) Ni(z) Na(z)

3.2.2 Interpolation von Funktionen und Interpolationsfehler

Wir betrachten nun den Fall, dass die Knotenwerte y; durch eine Funktion f auf

einem Intervall [a, b] gegeben sind, welches die Stiitzpunkte x; enthélt:
yi = f(x;), x; €la,b], i=0,...,n (3.16)

Frage: Wie gut approximiert das zugehorige Interpolationspolynom p € P, die
Funktion f auf [a,b]?
Um diese Frage zu beantworten, fithren wir zunéchst die folgende Notation ein:

o I(xg,...,xy) ist das kleinste Intervall, das alle in Klammern eingeschlossenen
Punkte enthalt.

e Cla,b] ist der Vektorraum der iiber [a, b] stetigen Funktionen.

o C¥[a,b] ist der Vektorraum der iiber [a,b] k—mal stetig differenzierbaren Funk-

tionen.

Satz 3.12 (Interpolationsfehler). Sei f € C"'[a,b]. Fiir alle x € [a,b] existiert

ein & € I(xg,...,Tn,x), sodass

f(n+1 n
_ = 3.17
@)= pio) = L HO (317)
(Vgl. Satz 3.5 fir die lineare Interpolation,).
Beweis. Fur z € {xo,...,z,} folgt das Resultat trivialerweise.

33



3.2 Polynominterpolation

Sei also z € [a,b] \ {zo,...,zn}. Wir setzen
W1 (t H (t—2z;) und e(x):= f(z) —pz).
7=0

Wie im Beweis von Satz 3.5 iiberzeugt man sich leicht, dass die Funktion

e(z)

1) = e(t) — ——" p,q(t
g( ) 6( ) wn+1(I)w +1( )
(n + 2) Nullstellen an den Punkten x, ..., z,,x hat. Durch wiederholtes Anwenden
von Korollar 3.4 (Satz von Rolle) folgt, dass ein & € I(xo,...,z,,x) existiert, MMS
sodass
g(n+1)(£$) = 07
das heifjt ()
0= frH(g) = pm () ——=—wliP(&).
—_—— wn+1(33) —_——
=0 =(n+1)!
Umstellen ergibt
Fr(&)
e(x) = mwn+1($)~

Korollar 3.13. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.12 mita =xg < 21 < ... <

Tn =10 gilt
_ o

RSV

1 = Plloojar <

Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.12 und der Beobachtung, dass

[wni1(2)] = |(z = @0) ... (2 — @n)| < [@n — zo|""

Die Abschétzung im Beweis von Korollar 3.13 ist nicht scharf; z. B. gilt fiir dquidi-
stante Stiitzstellen z; = jh und h = L auf [0, 1]:

£ o

_ < —_—
Hf p”oo,[o,l} = 2”(n—|—1)!

Das heiit, wenn (™1 fiir n — co beschrinkt bleibt, reduziert sich der Interpolations-

fehler mindestens mit O (%), was sich fiir n = 2,4,8,... wie in der folgenden

Tabelle aufgelistet verhélt:
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3.2 Polynominterpolation

[ 1
— X ACT
n=4

n=8 |-

n=16
n=32

0.5

-05

Abbildung 3.2: Graph der Runge-Funktion f(z) = (1 + 2522)~! mit dquidistanten
Stiitzstellen fiur n = 4,8, 16, 32.

n 2 4 8 16

22——71

Ty | 42X 1072 52x107* 1.1x107% 43x10720

Meistens haben die Ableitungen von f jedoch ein zu starkes Wachstum fiir n — oo,

z. B. die ,Runge“-Funktion .

1) = 1o

fiir die gilt
| ()| = 2mnt O (|5~ )

(vgl. Abb. 3.2). Der relative Fehler

f(z) —p(x)
f(z)

betragt 351.5 fiir n = 16 und 12802 fiir n = 32.

max
z€[—1,1]

[e.9]

Bemerkung 3.14. Der Approximationssatz von Weierstrafl besagt, dass jede
Funktion f € C[a.b] beliebig gut gleichméafBig auf [a, b] durch Polynome approximiert
werden kann. Das heifit aber nicht, dass das durch Interpolation erreicht werden kann.
Geeignet gewdhlte nicht-dquidistante Stitzstellen helfen — passende Stiitzstellen zu

finden ist aber schwer.

Ein weiterer Defekt der Lagrange-Interpolation ist die grole Fehlerempfindlichkeit:
Sei p(y; z) das Interpolationspolynom zu (zg, 4o), - - - , (Zn, yn) mit festen Stiitzstellen
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3.3 Richardson Extrapolation (zum Limes)

X0, .., Tn. Dann gilt
Pyrag(@) = py(x) = S (i + Ag) L (2) = 3yl ()
=0 i=0
=" Ayl (2)
=0

und deshalb )
Pyray(T) —py(T) zn: vl (x) Ay
py(x) i=0 py(x) yl
k;(z)

Fir grofie n kann maxwe[a’b]\Ll(»n) (x)| sehr grof werden, d.h. auch wenn p,(z) be-

schriinkt ist gilt max,c(q ) [ki(z)| > 1 und Fehler in y; werden stark verstérkt!

Man sagt: Die Lagrange-Interpolationsaufgabe ist schlecht konditioniert und

nennt k;(z) die (relativen) Konditionszahlen (siehe Appendix 2.1).

3.3 Richardson Extrapolation (zum Limes)

Eine Anwendung der Polynominterpolation ist die Berechnung von

a(0) = Ilinioa(m) (betrachten nur z > 0)

aus den Werten (z;,a(z;)),i =0,...,n (z.B. wenn a(0) nicht direkt berechenbar ist)

mit Hilfe des zugehorigen Interpolationspolynoms.

Beispiel 3.15. Wir wollen

. cosx — 1
a(0) = lim ———
z—+0 sinx
berechnen. Dazu interpolieren wir a(z) = “52=1 an einigen Stiitzstellen nahe 0:

a(zo) = —6.258151 - 1072 = poo(0)

o[~

o =
po1(0) =6.115-107°

—

\
vi=1 a(z) =—3126018- 1072 =p;1(0) <
p12(0) = 7.64-107° 7

/

w2 =551 a(za) = —1.562627 - 1072 = py5(0)

.= a(0) ~ p2(0) = pp2(0) = —1.02- 107>  (“Neville Schema”).

(Die exakte Losung, z.B. mittels der Regel von 'Hépital berechnet, ist a(0) = 0.)
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3.3 Richardson Extrapolation (zum Limes)

Falls a € C""1[0, h], fiir ein h > 0, erhélt man aus Satz 1.3 (Taylor), dass

a(z) = a(0) + Z a;z’ + ot (&) 2™, fiir z < h, (3.18)
j=1

fiir gewisse Koeffizienten aq, ..., a, € R und fiir ein &, € (0, h).

Satz 3.16 (Extrapolationsfehler). Es seien n € N, h > 0 und a € C"*1[0, h]
gegeben. Sei auferdem (ajk)kZO,I,Z,m eine monoton fallende Folge positiver Zahlen,
mit

T
o < h wund il

<p<1l firk?>DO0. (3.19)
Dann gilt fiir das Interpolationspolynom p € P, durch die Punkte
(xo,a(x0)) .., (Tn,al(zy)),

dass
1a(0) — p(0)] < [|a ™|l o AT

Beweis. In Lagrange-Darstellung gilt

n

Za x;) L(n ), mit Lgn) (x) = H x'— i
1=0

j=0,ji U1 T

und weil a € C"1[0, h] folgt mit (3.18), dass

_ znj (a(O) + znj ajz? + o) (fx)m?+1) L{"(0) (3.20)
j=1

=0

= a(0) (Zn: L (0)) + zn: a; (zn: x{L§">(O)> +a"t ) (Z AR A )
j=1 i=0

1=0

Die Terme in den Klammern konnen uber die Fehlerformel in Satz 3.12 fur die
Funktionen f,(x) := 2", r=0,...,n+ 1, berechnet werden, d.h., fir = € [0, h] gilt

() — T —Jr N —

) = i) = o T -

fir ein n, € (0,h). Indem man = = 0 wéhlt, erhalt man MMS
. 1, fir r =0,
ZJ:;-"LEH)(O): 0, firr=1,...,n,

(=D)"ITiegzi, firr=n-+1.
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3.3 Richardson Extrapolation (zum Limes)

Substituieren wir in (3.20), so folgt
p(0) = a(0) + " V(&) (=1)" T =
=0
und deshalb zusammen mit (3.19)

p(0) = a(0)] = |a™ D (&)| T2 < ™ oo ony B,
=0

weil fiir alle n € N gilt
n " . noo. n(n+1)
Hxi < H (wopl) < hn+1p(zi:0 Z) — hn+lp72 < hn+1 )
i=0 i=0
O
Wie im Beispiel 3.15, fuhren wir den Extrapolationsprozess mit Hilfe des Neville-

Algorithmus durch. Das fithrt zu folgendem Extrapolationstableau. Der Konvention

folgend setzen wir a; 1, = p;—i i

i) ap,0 = a(l'o) \
v | aro=a(r)) — ai
N N
a1
Tn an,0 = G(J}n) — Qp,1 — e . Qn,n
wobei
Li—k Qi k—1 — Tj Aj—1 k—1 . .
ai = —— LT k=1,...,0, i=1,...,n. (3.21)

LTi—k — 4

Nach Satz 3.16 gilt dann
|a(0) — ann| = O(h™ ).

Falls a glatt genug ist, kann der Fehler durch Dazunehmen von weiteren Punkten
exponentiell reduziert werden. Alternativ kann auch Reduktion von h der Fehler
(algebraisch) reduziert werden. Fiir sehr kleine h gibt es aber Stabilitétsprobleme

(siehe das folgende Beispiel).
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3.4 Stiickweise Polynominterpolation und Splines

3.3.1 Numerische Differentiation

Fine wichtige Anwendung der Richardson Extrapolation ist in der numerischen

Differentiation:

o)t LN = I )

h—0 h

Aus dem Satz von Taylor folgt fiir f € C?, dass ein &, € (z,x + h) existiert, sodass

(&)
2

flez+h) - f(z)

LI ) h,

d.h., der Fehler in der Approximation durch den Differenzenquotienten ist O(h).
Aber Vorsicht! Fiir h sehr klein, gilt f(x+h) ~ f(x), was zu Ausloschung fiihrt!

Fiir glatte Funktionen f € C"*!, n > 1, kénnen wir aber, numerisch mehr stabil,

eine viel bessere Ndherung iiber Extrapolation berechnen.

Beispiel 3.17. Sei f(x) = sin(z). Berechne f/(0) numerisch per Extrapolation. Wir

oty = HO=SO _ sty

Auswertung von a(h) in hg = 1/8, hy = 1/16, hy = 1/32, d.h.,

definieren

a(ho) = 0.9973979 ..., a(hy) = 0.9993491 ..., a(hy) = 0.9998372. ..,

ergibt
F'(0) = p2(0)
o 00— o 0-D0-F) (0= H0- 1)
MEhd—R MG bE e T E DG &
8

1
= g(l(ho) - 2(1(]11) + (hg) = 1.0000004. ..

ga

Die exakte Losung ist f/(0) = cos(0) = 1, sodass der Fehler ungefihr 4 - 1077 betrigt.

3.4 Stiickweise Polynominterpolation und Splines

Die Lagrange-Interpolation eignet sich nicht besonders gut zur stabilen Approxi-
mation (nicht glatter) Funktionen, da die Basispolynome zwischen den Stiitzstellen
immer groflere Werte annehmen. Besser ist es, stiickweise polynomial beziiglich
einer Zerlegung

a=zg<x1<...<xp=0">

zu interpolieren, z. B. stiickweise linear:
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3.4 Stiickweise Polynominterpolation und Splines

a = X X1 Ti—1 Z; LL‘n:b

Die Lange des Teilintervalls I; = [x;—1, z;] wird mit h; = x; — ;1 bezeichnet. Die
Feinheit der Unterteilung wird mit A = max}-; h; beschrieben. Auf dieser Intervallun-

terteilung betrachten wir die Vektorrdume der stiickweise polynomialen Funktionen

SkNg ] = {p €C'a,b]: pl, €Pr(ly),i=1,... n} (3.22)

mit k,r € {0,1,2,...}, d. h. wir verlangen, dass p an den Intervallendpunkten r—mal

stetig differenzierbar ist.

3.4.1 Lokale Approximation (r =0)

Wenn wir nur Stetigkeit verlangen, d.h. p € C°[a, b], konnen die Interpolationspolyno-

me einfach lokal in jedem Teilintervall berechnet werden.

Beispiel 3.18 (Stiickweise lineare Interpolation, d.h. £ = 1 und r = 0). Gegeben
sei f € C?[a,b] in den Stiitzstellen a = 29 < 21 < ... < T, = b. Sei

pE 57(11,0)[&7 b = {p € Cla,b] : p|;, linear,i=1,... ,n}
der stetige, stiickweise lineare Polygonzug mit

p(zi) = f(x;), i=0,...,n.

Dann folgt aus Korollar 3.6, angewendet in jedem der Intervalle I;, i =1,...,n, dass
MMS

h2 1
1f = Plloo,fap) < 3 1o oty -
Fir die Konstruktion von p kann man die sog. lokale Knotenbasis von Sr(Ll’O) [a, b],
bestehend aus den Hiitchenfunktionen ¢; € Sﬁl’o) [a,b], i =0,...,n, verwenden,

die eindeutig bestimmt sind durch
1 firi=yjy
pilz;) =

0 fiir i
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3.4 Stiickweise Polynominterpolation und Splines

1
Mm)

0 {,CYO i i i .TZ'Y_l :E; IL'Z'Y_H y i {EYn
Es folgt
n
pla) =) flzi)pi(x). (3.23)
=0

Beispiel 3.19. Ahnlich funktioniert auch eine stiickweise kubische Interpolation

(k =3,r = 0). Hierbei muss die Funktion f in jedem Intervall I; an 4 Punkten
fZAO = Ti—1, %ip %iza fzg =x; € Iz

ausgewertet werden:

Uber Korollar 3.13 erhilt man die verbesserte Fehlerabschitzung fiir die Interpolie-
rende p € SG0[a, b):

1 = Pllocgany < 2 79

00,[a,b] '

Aber an den Intervallendpunkten ist p jedoch nur stetig:

(Zoom)
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3.4 Stiickweise Polynominterpolation und Splines

Beide Interpolationsmethoden kénnen verallgemeinert werden auf stiickweise glatte
f € Cla,b] mit f|, € C*(I;), i =1,...,n, mit den selben Fehlerabschiitzungen.!

3.4.2 Splineinterpolation (r = 2)

Diese Art der Interpolation ist bspw. wichtig fiir die glatte Darstellung von Fléchen in
der Computergraphik. Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall p € S£L3’2),

die am héufigsten verwendeten kubischen Spline-Funktionen.

Der Begriff Spline stammt aus dem Englischen und bedeutet soviel wie “biegsames

Kurvenlineal” oder “Biegestab”:

fixiert an

Ein Grundgesetz der Mechanik (das Prinzip der minimalen potentiellen Energie)
bedeutet, das die Gesamtkriimmung eines Biegestabes der an vier Punkten fixiert ist

minimiert wird, d. h.

Tn
/ fs"(a:)|2dx ist minimal (3.24)
0
iiber alle hinreichend glatten, interpolierenden Funktionen.

In den Endpunkten zy und x, bendtigen wir Randbedingungen. Wir betrachten nur
den Fall
s"(zo) = " (x,) =0, (3.25)

d.h. s(x) ist auBlerhalb des Intervalls [zg, ;]| nicht weiter fixiert, also linear.

( N

Definition 3.20. Eine Funktion s, : [a,b] — R heifit natiirlicher kubischer
Spline bzgl. der Zerlegung a =z < 1 < ... < x, = b, wenn

(i) s, € C?[a,b]

(ii) S”|Iz' e Ps(l;), i=1,...,n

(iii) s!(a) = sl(b) =0

n

!Die Norm in den Fehlerabschitzungen muss dann ersetzt werden durch die (sogenannte) L>°-norm,
d-b | flloo,a,) == €58 SUP,e(q,]f ()]
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3.4 Stiickweise Polynominterpolation und Splines

Wir betrachten nun den interpolierenden kubischen Spline zu den vorgegeben Kno-
tenwerten
sn(zi) =vi, 1=0,...,n. (3.26)

Satz 3.21 (Spline-Interpolation). Der interpolierende (natirliche) kubische

Spline existiert und ist eindeutig.

Beweis. Es sei sn\li = p; € P3(1;). Die jeweils 4 Koeffizienten a(()i), . ,ag) dieser
n Polynome ergeben 4n freie Parameter.

Die folgenden 4n Bedingungen miissen an den Punkten x; erfiillt sein:

i =0: p1(zo) = yo, pf(x0) =0 2
i=1,...,n—1: pi(z;) =y = pir1(x;) 2(n—1)
i=1,...,n—1 pi(zi) = piq (i), v (x:) = pipa(zi) 2(n—1)

Deshalb reicht es zu zeigen, dass die Losung eindeutig ist. Sei
N = {wEC2[a,b] cw(z) =0, i:(),...,n}. (3.27)

Fiir ein beliebiges w € N gilt nach zweimaliger partieller Integration, dass

—Z<<sxw’ A CTE s;‘*)(x)w(:c)dx)
i=1 Ti-1 Ti—1
=3 ((snw'fs, = 3laf” (w(i) ~ w(wi_1)) +0)

i—1 N—— N——

=0 =0

= sl (zp)w' (zn) — s (xo)w' (z9) =0

Seien nun sﬁﬁ), sg) € N zwei interpolierende Splines. Dann ist s = 57(}) — 8%2) e N

und

n

/ab |3”(a:)]2da: = /ab (sg))” (x)s"(x) do — /b (3(2))// (x)s"(x)dx = 0,

a

d.h. s ist linear. Wegen s(a) = s(b) = 0, folgt somit: s = 0. O
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3.4 Stiickweise Polynominterpolation und Splines

Satz 3.22. Fir alle f € C?[a,b] mit f(x;) =y;, i=0,...,n, gilt

/ab\s;;(x)\de < /ab}f”(a:)|2dx. (3.28)

Beweis. Sei f € C%[a,b] mit f(x;) = y; beliebig. Dann existiert ein w € N
(definiert in (3.27)), sodass f = s, +w und

woraus folgt, dass

b 2 b 2
[ 1@l o= [ lsi@) + o' @) da
—/ ]s" da:—|—2/ " " dx—i—/ |w" | dx
>0

> [ e

O

Zur expliziten Berechnung von s, schreiben wir fiir ¢ = 1,...,n die Polynome

bi = Sn|1i S P3 in der Form

pi(z) = a(()i) + agi) (x —x;) + agi) (x —x)* + a:()f) (x — ;)%

Aus den Interpolationsbedingungen p;(z;) = y; und p;(z;—1) = y;—1 folgt fiir i =

1,...,n

(1) af) =y
(2) —agi)hi + agi)h2 — aéi)h? =Yi1— Y

7

Aus der Stetigkeit der ersten und zweiten Ableitung folgt fiir i = 2,....,n

(3) agifl) = agi) - Qagi)hi + 3a§i)h%
(4) 2a5Y = 24%) — 6a{"h;
Die Randbedingungen p{(z¢) = 0 = p!!(x,) ergeben
(5) 2a5” —6a"hy =0 und 2a{" =0,
(i 0 i1

also 4n Gleichungen fiir die 4n Unbekannten ay’,...,a3’, 7 = .y N.

Zur Vereinfachung fithren wir ago) =0 ein. Aus (4) und (5) folgt dann
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3.4 Stiickweise Polynominterpolation und Splines

(6) ag) — &2 ;haiz , 1=1,....n
Aus (2) und (6) folgt MMS

(7) af) = vt e (20 107V, i=1,

SchlieBlich folgt aus (3), (6) und (7) MMS

hiagi—1)+2 (hi + his1) agi)+hi+1agi+l) _ (yu;; —Yi Y —hyz‘—1) =11,
i+1 1

d.h. zu lésen ist das lineare (n — 1) x (n — 1)-Gleichungssystem

ACLQ =b (329)

mit
2(h1 + hz) ho
ho 2(h2 + hg) hs
hs 2(h3 + ha) hy
A =
hn—2 2(hn—2 + hn—l) hn—l
hnfl 2(hn71 + hn)
und
Yi+1 — Y%  Yi — Yi-1 .
b =3 - L i=1,...,n—1
< hiv1 h; > ! "

zur Bestimmung des (n — 1)-Vektors as = (agl), ... ,a(Qn_l))T, d.h. die Koeflizienten

der quadratischen Terme. Aufgrund der zweiten Randbedingung in (5) ist agn) = 0.

Die Matrix A in (3.29) ist symmetrisch und strikt diagonaldominant, d.h.

n—1
> ail < lagl, i=1,...,n—1.
Jj=1,j#i

Es folgt daraus (mit Hilfe eines Satzes aus der linearen Algebra), dass (3.29) eindeutig

l6sbar ist. Zur Losung kann eine spezielle Variante der Gauf3-Elimination verwendet

werden — fiir Details zu diesen Punkten siehe Kapitel 5 und 6.
Einsetzen der berechneten Werte agi) i=1,...,n,in (6) und (7) liefert zusammen

mit (1), alle restlichen Koeffizienten.
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3.5 Trigonometrische Interpolation

Satz 3.23 (Approximationsfehler). Sei f € C*[a,b]. Erfiillt der interpolierende
kubische Spline die (inhomogenen) natirlichen Randbedingungen sl (a) = f"(a)
sowie sl (b) = f"(b), so gilt
h4
< =

I1F = sulloogea < 5 [F9] s

Beweis. Siehe z.B. [WS72]. O

Neben den guten Approximationseigenschaften, weisen Splines auch eine wesentlich
bessere numerische Stabilitdt als Lagrange-Polynome auf gegeniiber kleinen Stérung

in den Daten.

3.5 Trigonometrische Interpolation

In vielen Anwendungsbereichen treten periodische Funktionen mit der Eigen-
schaft
flx+w) = f(x), firalle z€R,

auf. Man bezeichnet w > 0 als Periode. Hier bietet sich die Interpolation mit

w-periodischen trigonometrischen ,,Polynomen* an

1 n 2k 2k
tn(z) = 50 + Z (ak cos( 7;1:> —I—bksin( zx)) (3.30)
k=1

mit n := 2m. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir im Folgenden w = 2;

das Interpolationsintervall ist dann [0, 27]. Als Stiitzstellen wéhlen wir

21k
Tp=——0f) =0,...,n.
n+1
Beachte, dass aufgrund der Periodizitdt der Wert in x,4+1 = 27 implizit gleich dem
Wert in g = 0 sein muss und deshalb nicht als Stiitzstelle gewahlt ist — sonst wére

das Problem nicht gut gestellt.

Es ist vorteilhaft das Interpolationsproblem mit ¢,, in (3.30) zuerst iiber den komplexen
Zahlen C zu betrachten. Mit ¢ = /—1 gilt

T —iT T ,—ix
cos(x) = % und  sin(z) = %. (3.31)
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3.5 Trigonometrische Interpolation

Satz 3.24 (Trigonometrische Interpolation). Gegeben seien yo,...,y, € C.

Dann ezistiert genau eine (2m-periodische) Funktion der Form
w .
tr(x) => ke, =z €0,2n], (3.32)
k=0

sodass
t;:(xj):yj, jZO,...,TL.

Die Koeffizienten sind bestimmt durch

1

n
cr = n_i_l;)yje_”xk, k=0,...,n. (3.33)

Beweis. Siche [Ran17, Satz 2.11]. (Man verwendet die Substitution w = €™ und

dann eine Verallgemeinerung von Satz 3.8 von R auf C.) O

Mit Hilfe von Satz 3.24 kann nun die urspriinglich gestellte trigonometrische In-
terpolationsaufgabe iiber R gelost werden. Sei n = 2m € N (betrachten hier der

Einfachheit halber nur gerade n).

Satz 3.25 (Diskrete Fourier-Analyse). Gegeben seien yo,...,y, € R. Dann

existiert genau ein trigonometrisches Polynom der Form (3.30) mit

tn(xj):yj, j:0,...,n.
Die Koeffizienten sind bestimmt durch

2

n-+ 14
J

n 2 n
yjcos(jxr) und by = yjsin(jxy).
=0 =0

s = CnH414
J

Beweis. Sei t*(x) das Interpolationspolynom aus Satz 3.24.
Wir beweisen das Resultat in vier Schritten.

(i) Aus der 27-Periodizitit von e~ folgt

e WUTnt1—k — e*ij(nJrlfk)Anﬁr1 — —ii2mtijTy eijgck.7 (3.34)
und somit
1 & . 1 y
- - o WU Tn+1-k — UJTe .
Cntl_k = e = e =:cC_} 3.35
nt n—i-l]z:%)yj n—i—l;)y] ’ ( )
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3.5 Trigonometrische Interpolation

(iii)

(iv)

fir k=1,...,m. Wir setzen ag := 2¢p und fir k=1,...,m

ag :=ck+c_ und b :=i(cy —c_g).

Als néchstes zeigen wir t,(x;) = y; fiir j =0,...,n. Es gilt

tn(zj) = co + Z {(cr + c—) cos(kx;) +i(cp — c—i) sin(kz;) }
k=1
=co+ Z ¢ (cos(kxj) + isin(kx;)) + c_p (cos(kz;) — isin(kx;)) .
k=1

Daraus folgt wegen e’* = cos(z) + isin(z), dass

m m
th(zj) =co + Z e 4 Z c_pe i,
k=1 k=1

Aus (3.34) und (3.35) folgt

m m
tn(ZL‘j) =co + Z Ckeikmj + Z Cn+1_kei(n+l_k)xj

k=1 k=1
n .
=co+ »_ cpe™ =t (z5) =y,
k=1

wobei wir in der zweiten Summe k' = n + 1 — k substituiert haben. Also erfiillt

t,, die Interpolationsbedingungen.

Um die Koeffizienten ag, by, zu bestimmen, verwenden wir (3.31), sodass

1 L g 2 & ]
= cptop = >y (6 YTk 4 GW’“) =L pI Y cos(jy)
7=0 7=0

n

und

2
n—+1

. 1 & i - .
be = iler +e-r) = 7 > yji (6 o — 6””) = yjsin(jzy) .
=0 =0

Insbesondere sind aj und by reell.

Die n + 1 Interpolationsbedingungen bilden ein lineares Gleichungssystem fiir
die n+ 1 Koeffizienten ay, bp. Wir haben soeben gezeigt, dass dieses Gleichungs-
system fiir beliebige g, . . ., ¥, 10sbar ist, woraus die Eindeutigkeit wieder direkt

folgt (im Endlichdimensionalen).
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3.5 Trigonometrische Interpolation

Man kann aber auch beliebige, nicht notwendigerweise periodische Funktionen f auf
einem Intervall [a,b] mit trigonometrischen Polynomen interpolieren. Sei w = b — a.

Wir setzen f zunéchst zu folgender w-periodischen Funktion fort:

f(x), z € (a,b),
f@):=qL(fla)+ (b)), z=a,

w-periodisch auf R fortgesetzt.

Es ergibt sich das folgende Bild:

Leider tritt bei der trigonometrischen Interpolation von f im Falle einer Unstetigkeit
bei x = a das sog. Gibbs Phinomen auf: es kommt zu starken Oszillationen, deren

Amplituden auch mit steigendem m nicht abnehmen:

flm) o N
———

1 A ac

V%, x)
‘CL

Um Unstetigkeiten zu vermeiden und bessere Approximationseigenschaften zu erzielen,

kann f auch 2w-periodisch fortgesetzt werden:

Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall a = 0, f(a) = f(b) = 0. Eine

ungerade 27-periodische Fortsetzung von f ist dann gegeben durch

f(=), z € (0,w)
f(z) = —f(2w — ), z € (w,2w)
2w-periodisch auf R fortgesetzt

Offenbar ist dann f in 2 = w stetig differenzierbar.
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3.5 Trigonometrische Interpolation

Man kann zeigen, dass in diesem Fall ¢ = —c_g, d.h. ap =0 fir k=0,1,...,n und
es bleiben nur die Sinusterme, d. h. eine reine Sinusreihe. Man kann f auch gerade
2m-periodisch fortsetzen. Dann erhéalt man eine reine Cosinusreihe. Fiir Details
siche [Ranl7, S. 52ff.].

3.5.1 Fast Fourier Transformation (FFT)

Wir betrachten nun eine Methode zur effizienteren Berechnung des trigonometrischen
Interpolationspolynoms. Die in Satz 3.25 behandelte Aufgabe wird diskrete Fourier
Analyse genannt. Den n + 1 Werten y; = f(z;) einer Funktion f : [0,27] — R

werden (eindeutig) die n + 1 Koeffizienten

ag,ar, by, k=1,...,m= 5
des trigonometrischen Interpolationspolynoms
1 m
tn(z) = 500+ > (ay cos(kx) + by sin(ka))

k=1

zugeordnet. Die Abbildung

{yj : 7=0,....,n} = {ao,ar, b : k=1,...,m}

heifit diskrete Fourier-Transformation. Sie ist offenbar umkehrbar (Inverse

Fourier Transformation).

Interpretiert man cos(kz) und sin(kx) als Grundschwingungen eines 27 periodischen

Prozesses y = f(x), so ist die (diskrete) Fourier-Analyse eine Frequenzanalyse zur

Bestimmung der jeweiligen Anteile dieser Grundschwingungen am gesamten Prozess.

Aus dem Beweis von Satz 3.25 folgt

ap = Ci + c_g, b = i(ck — C,k)

20
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3.5 Trigonometrische Interpolation

mit
1 X2 ;ik2m L ik
Ck:mzyje i :Eij ) kzoa"‘?”? (336)
Jj=0 j=0
wobei
s 1 _j-2m
U; :_n+1yj und w:=e 't

(beachte w™*! = 1). Zur Auswertung auf Basis dieser Formeln (mit Hilfe des Horner-

Schemas) werden die folgenden (komplexen) Operationen benétigt:

vj = 7j n+1 Divisionen (once)
wh=1 — wk 1 Multiplikation
Ck n Multiplikationen (for each k)
n Additionen
a, by 2 Additionen
Insgesamt: (n+1)(2n+4) = 2(n+ 1)(n+ 2) Operationen

Cooley & Tukey entwickelten 1965 einen bahnbrechenden Algorithmus, der diese Auf-
gabe in 2(n+1)logy(n+1) Operationen lost: die schnelle Fourier Transformation
oder Fast Fourier Transform (FFT).

Wir betrachten nur die Idee fiir den Fall n + 1 = 2P fiir p € N. Fiir den genauen
Beweis der Komplexititsaussage, siche [Ranl7, Satz 2.13].

Wir spalten die Summe in ¢ in gerade und ungerade Terme:

= (gjo(w2)0k + ﬁ(uﬂ)%wk) + (E(uﬂ)lk + %((ﬁ)lkwk) + ...

n=1z n=1z
ot () T ) ) (3.37)
n—1 n—1
N ok kN 2\Jk
= 25 (W) + WY mra(w?)
§=0 §=0
Aber: "T_l = "TH —1=2r"1 — 1. Dann gilt wegen w"*! = w?" =1, dass MMS
(wz)jk = (wQ)jk1 mit k; =k mod 2P~ !

(der ganzzahlige Rest bei Division von & durch 2P~ !). Folglich ist

Crp = cil + wkczl, fuir k=0,...,n, (3.38)
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3.6 GaufB-Approximation

mit
n-1 n—1
2 " 2 ” n—1
g _ — u —_— . _
Cpy = Z yojw’™ und ¢, = Z Yojaw’™,  fir ki =0,..., 5
=0 §=0
und
—i n2-l7—r1
Oi=w’=c¢c (") .

Das heif3t, zur Berechnung der n+1 Gréfen ¢ mit jeweils n 41 Termen geniigt es die
2”T‘H Groflen cil und ¢, mit jeweils "T‘H Termen zu berechnen. Jede der Summen
cf, und ¢f, ist wieder eine Fourier-Reihe der Form (3.36), jedoch nur mit der Halfte
der Terme. Wir kénnen als wieder, wie in (3.37), in gerade und ungerade Terme

zerlegen. Gesamt erhilt man

Ck

s N
c ‘i p=logy(n + 1)
s N s\

rekursive Schritte

A}

N N
o O O O

wobei jede der ,,Summen* in den Quadraten nur mehr aus einem Term besteht und

deshalb durch eine Multiplikation berechnet werden kann.

Rekursiv lasst sich daraus ¢j in 2logy(n + 1) Operationen mit Hilfe von (3.38)
berechnen. Insgesamt werden also 2(n + 1) logy(n + 1) Operationen zur Berechnung

aller c; benotigt.

Beispiel 3.26. Sei p =7, d.h. n+ 1 =27 = 128. Dann ist

2(n+1)(n+2) = 2 x 128 x 129 = 33024
und 2(n+ 1)logy(n+1) =2 x 128 x 7= 1792,

was nur 5.4% der urspriinglichen Anzahl an Operationen entspricht.

Bei p = 10 reduziert sich die Anzahl an Operationen bereits auf 1% !

3.6 GaufBl-Approximation

Zum Ende des Kapitels gehen wir nun weg von der Interpolation und betrachten die

Best-Approximation von Funktionen. Der Einfachheit halber betrachten wir vorerst
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3.6 GaufB-Approximation

nur Funktionen f € C[—1, 1]. Die Best-Approximation geschieht dabei immer bzgl.

einer Norm ||-|| und einem Teilraum S C C[—1,1].

3.6.1 Best-Approximationspolynom

Wir betrachten S = P, also den endlichdimensionalen Teilraum der Polynome vom
Grad kleiner oder gleich n auf [—1, 1], und nehmen als Norm das sog. quadratische
Mittel (oder die Lo-Norm):

1= ([ weas)”

(vgl. die bekannte euklidische Vektornorm im R™). Das Gegenstiick zum euklidischen
Skalarprodukt ist in diesem Fall das Lo-Skalarprodukt:

o) = [ f@o (3.39

Wie in Appendix A kurz erlautert ist (-,-) linear in beiden Argumenten, symmetrisch

und es gilt
(f,fy>0 mit (f,f)=0 = f=0.

Fiir die La-Norm gilt
Ifll =0&f=0
IAFI = AL
If+gll < A1+ gl

fir f,g € C[—1,1], X € R beliebig. Auerdem gilt auch wieder die Cauchy-Schwarz-

Ungleichung
KLl < 1IfI gl

Satz 3.27 (GauB-Approximation in C[—1, 1] bzgl. ||-||). Zu jedem f € C[—1,1]
existiert ein eindeutig bestimmtes Best-Approximationspolynom g € P,

vom Grad kleiner oder gleich n, sodass

— g|| = mi — |- 3.40
17 = gll = i 17 = o] (3.40)
Beweis. Spezialfall von Satz 3.31. Fiir den Beweis siehe dort. O

Ein wichtiges Zwischenresultat im Beweis von Satz 3.27 ist, dass

(f—g,0) =0 fiiralle ¢ € Py, (3.41)
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3.6 GaufB-Approximation

d.h. der Fehler in der Best-Approximation ist orthogonal zu P,, in C[—1, 1] bzgl. (-, -).

Das heifit fiir eine Basis {¢o, ..., ¢¥n} von Py, und g := >"}_ apty gilt:

n n
k=0 k=0
Dieses Gleichungssystem hat eine besonders einfache Losung, wenn {vy,...,¥,} ein
Orthonormalsystem (ONS) ist, d. h.

1 fiir k = i,
(Ur, i) = Oy =
0 fiir k .

Dann folgt offenbar aus (3.42), dass oy = (f,¥r) und damit

n

g="> (f ). (3.43)

k=0
Ausserdem gilt fiir alle f € P,, die Parseval-Identitit

n

1A =D (F ) (3.44)

k=0

Zur Konstruktion eines Orthonormalsystems aus einer Basis eines endlichdimensio-
nalen Vektorraums kann das Gram-Schmidt-Verfahren verwendet werden (vgl.
Appendix A und [Ranl7, Hilfssatz 2.1]).

2...,2"} von

Beispiel 3.28. Die Orthonormalisierung der Monombasis {1,z,z
Pr mit dem Gram-Schmidt-Verfahren fithrt auf die sog. Legendre-Polynome

(sieche [Ranl7, Satz 2.15]), welche rekursiv definiert sind durch

pOElv pl(':U) =,
k? (3.45)
Tz @), firk=12,....,n—1

2 2k+1 k(1.1)\2
Ipill = EI;I!{:))!\/ ;kil Pr(l) = 2(2(1]2;)1 ' (3.46)

Der iiblichen Konvention folgend normieren wir diese Polynom bei z = 1, um die

prt1(z) = x pi(z) —

sowie

klassischen (Gauf3-) Legendre Polynome zu erhalten:

(2k)!
9%k (K1)

Li(z) := 5 pe(z), firk=0,1,...,n, (3.47)
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3.6 GaufB-Approximation

die die Bedingung Ly (1) = 1 erfiillen. Das Best-Approximationspolynom bzgl. ||-|| in
Py, ist dann gegeben durch

Z ||fo||k = (kf + ;) (fs L) L. (3.48)
=0

3.6.2 Allgemeine Gaufl Approximation

Definition 3.29. Ein Vektorraum von Funktionen tiber R auf dem ein Skalar-
produkt (-, -) definiert ist, heifit Skalarproduktraum. Da durch

IFIF= /{F5 )

stets eine Norm definiert wird, ist jeder Skalarproduktraum normiert. Wenn er

zusétzlich noch vollstdndig ist wird ein Skalarproduktraum zum Hilbertraum.

- J

Beispiel 3.30.
(i) C[-1,1] mit dem L2-Skalarprodukt in (3.39) ist ein Skalarproduktraum.

(ii) Der Raum L?(—1,1) der quadratintegrierbaren Funktionen auf [—1, 1], d.h. alle
Funktionen f fiir die gilt || f|| = (1711 f(z)dz) 2 - 00, ist ein Hilbertraum. Fiir
beliebige a < b € R ist der Raum L?(a, b) analog definiert.?

Im folgenden sei H ein Skalarproduktraum, mit Norm || - || induziert durch das
Skalarprodukt, und S C H ein endlich-dimensionaler Teilraum von H. Wir betrachten

die allgemeine Gauf3-Approximationsaufgabe:

Zu beliebigem f € H finde g € S, sodass

IIf — g|| = min. (3.49)

Satz 3.31 (Allgemeine Gaufl-Approximation). Sei S C H ein endlich-dimen-
stonaler Teilraum eines Skalarproduktraumes H und sei f € H beliebig. Es
gibt genau eine Funktion g € S C H, die || f — g|| minimiert, und g erfullt die
Bedingung

(9,9) ={frp) Ype€S. (3.50)

Beweis. Sei || f — g|| minimal. Fiir jedes ¢ € S, definieren wir die Funktion

teR = Fy(t):=(f —g)+tol?

2Dabei ist das Integral fab fdz als Lebesgue-Integral zu verstehen. Fiir Details siehe die Funk-
tionalanalysis Vorlesung.
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3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

die (nach Vorraussetzung) ihr Minimum bei ¢ = 0 animmt. Daraus folgt F,(0) = 0.

Ableiten nach ¢ ergibt
L) = S{(f = g) + 16, (F - 9) + 1)
¢ dt ’

= % 1£ = gll? + 26f — g,0) + 2ll9lI2] = 2(f = g, 0) + 2t

und deshalb folgt 0 = F,(0) = 2(f — g, ¢), d-h. der Fehler ist (geometrisch gesehen)
orthogonal zu allen ¢ € S.

Sei nun umgekehrt (f — g,¢) = 0 fiir alle ¢ € S. Dann gilt fiir jedes beliebige
g =g—pes, dass

If=dIP={f—g+e.f—g+)

=If —glP+2 (f—g,0) +lel* > |f —glI?
———
=0 nach Vor.

und somit ist ¢ minimal. Damit ist die folgende Aquivalenz gezeigt:
If =gl = min <= (f—9g,0) =0 <= (9,9) = (f,) Vp€ES.

Angenommen es gidbe zwei Minima ¢g; und go mit ¢ = go — g1 # 0. Dann folgt aus

obiger Aquivalenz, dass

If =gl = 1f = g2+ @l” = If = g2l* + l® > [If = g2]1%,

und damit ein Widerspruch zur Annahme, dass g; minimal ist. Das Minimum ist

also eindeutig.

Da dimS = N < oo, folgt die Existenz wieder direkt aus der Eindeutigkeit und

den N Bedingungen, die wir aus (3.50) erhalten, z.B. durch Einzetzen einer Basis. [

3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

Wir kniipfen an die allgemeine Gauf-Approximation von Funktionen f € H und

mochten diese nun moglichst effizient gestalten im Sinne von:

o garantierte Fehlerkontrolle
If — gl < TOL-|/f], (3.51)

wobei TOL > 0 eine vorgegebene Fehlerschranke ist,

o6
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3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

o und einen Approximationsraum .S von moglichst kleiner Dimension dim S.
Diese Frage lésst sich wieder sehr einfach mittels eines Orthonormalsystems 16sen.

Sei (Sy)nen C H eine Folge von Approximationsraumen, mit dim Sy = N und
Orthonormalsystemen (ONS) {¢1,...,¥n} fir N € N. Dann gilt Sy C Sy41.

Fiir die Best-Approximation gy von f in Sy gilt

If=gnl> = IfI° =2(f,9n) + g~
.Bastis N N N
emebien | 2 — 2 £, 5 (7)) + SO S i) )
i=1 =1 =1
N N N
= AP =22 _(F (o) + XD ()l u) (i)
i=1 i=1j=1 T
ij
N
= AP =D ()2
i=1
Mit dieser expliziten Darstellung des Fehlers und der Bedingung (3.51) erhélt man
dann
N
LA =D (i) = [If = gn | < TOL?- || f|
relative Toleranz
N
= Y(fe?>(1-ToL?) |f|% (3.52)
i=1
Aus dieser Fehlerdarstellung folgt auch unmittelbar, dass MMS

If —gniall < |f —gnll, firalle N eN,

d.h. der Fehler kann durch Hinzufiigen von Basisfunktionen nicht zunehmen.

3.7.1 Waveletfunktionen

Haufig variieren zu approximierende Funktionen nur lokal stark. So variiert die
Funktion .
T) = ———— mit <1
f(@) 1022 + € el
sehr stark in der Néhe von 0. Ansonsten ist die Funktion deutlich glatter und sollte
gut mit wenig Aufwand approximiert werden kénnen. In diesem Kapitel lernen wir

eine Methode kennen die dies ermoglicht.

Um diese Lokalitét besser quantifizieren zu kénnen, zunédchst eine Definition.
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3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

( )

Definition 3.32. Der Support (oder Triger) einer Funktion ist die kleinste
abgeschlossene Teilmenge der Definitionsmenge D einer Funktion f: D — R, in

der alle Punkte liegen, an denen die Funktion Werte ungleich Null annimmt:

supp(f) = {z € D : J(z) £ 0.

Fiir die Legendre-Polynome p,, € P,, auf dem Intervall D = [—1, 1] gilt zum Beispiel:
supp(pn) = [—1,1] = D fiir alle n € NU {0}.

Man sagt, diese Basisfunktionen haben einen globalen Trager. Das Verhalten einer
Funktion f, die nur lokal an bestimmten Stellen sehr stark variiert, kann dann mit
globalen Basisfunktionen nicht gut abgebildet werden. Besser wére es eine Basis mit

lokalen Triagern zu benutzen.

Wir untersuchen insbesondere L?-orthogonale Basisfunktionen mit lokalem Triger.
Sei nun Sy C L%[a,b] mit Sy = span¥y und ¥y := {¢; : 1 < i < N}, dann

wiinschen wir uns folgende Eigenschaften von den Basisfunktionen ;:
1. Orthonormalitiit: (v;,4;) = [ 4i(x);(z) dz = §y;.
2. Hierarchische Basis: Uy C Uy (dies erlaubt adaptive Verfeinerung).
3. Lokalitat: Der Trager supp(v;) schrumpft fir ¢ — oo.

Funktionen mit diesen Eigenschaften nennt man Waveletfunktionen.

3.7.2 Haar-Wavelets

Wir betrachten hier das einfachste Wavelet, das sogennante Haar-Wavelet (benannt
nach dem Mathematiker Alfréd Haar, 1909).

Sei x(x) die charakteristische Funktion (bzw. Indikatorfunktion) des Intervalls
(0,1] (Abbildung 3.3, links):

x(z) =

1 O0<zx<1,
0 sonst. .
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3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

-0
1
T

-1 0

Abbildung 3.3: Die Indikatorfunktion y(x) (links) und das daraus abgeleitete Haar-
Wavelet der Stufe 0.

( M)

Definition 3.33 (Haar-Waveletbasis). Wir definieren zunéchst das sogenannte
Mother Wavelet, das in Abbildung 3.3 (rechts) abgebildet ist:

1 0<z<1/2
P(z) =x(2z) —x(2r-1)={-1 1/2<z<1, (3.53)

0 sonst

Die hierarchische Haar-Waveletbasis wird rekursiv definiert. Dabei werden
die Basisfunktionen ¥ (z) mit einem zweidimensionalen Index (i, k) nummeriert,

wobei k > 0 die Stufe und ¢ > 0 die Nummer innerhalb einer Stufe k bezeichnet.

Auf den Stufe 0 und 1 gibt es je eine Basisfunktion und auf der Stufe k > 1 gibt

es 2F—1 Basisfunktionen. Die Haar-Waveletbasisfunktionen sind definiert als

o (@) = x(x) fiir k = 0 (3.54)
Yo (x) = ¥(z) fiir k = 1 (3.55)
W) =27 -y (2o — i) fir k>1, 0<i< 2kt (3.56)

Der Vorfaktor ergibt sich aus der Normierung.

SchlieBlich besteht die Haar-Waveletbasis der Stufe £ € NU {0} aus der Vereini-

gungsmenge aller Wavelet-Funktionen bis zur Stufe ¢:

kfl_l

vt = {yf}u 6 2 U {v}. (3.57)

k=1 =0

Die Basisfunktionen bis zur Stufe ¢ = 3 sind in Abbildung 3.4 aufgetragen.
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3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

w3
1
1=0 -
1
14
1 \u\J})
=1 — =
1/2 1
-1+
\/5— /\Lp-g lllllllllll;\,n\lp%
=2 | : :
1/4 1/2 / 3/4°, 1
\/3—— ! / ) fll.\lllllllll
2 L|J8 Lp% —ipg —\Lpg
=3 —t =
1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 1
24 — — — —

Abbildung 3.4: Baumstruktur von Haar-Wavelets bis zur Stufe 3.

Lemma 3.34 (Eigenschaften der Haar-Wavelets). Die Funktionen in U’ bilden

eine Orthonormalbasis von span V¢ und haben die folgende Eigenschaften:
(i) Die Anzahl der Wavelets bis zur Stufe k ist |Wk| = 2F.
. T i+l
(i) supp ¥ = supp s = [0,1] und supppf = [2k_1, Qk—l}
(d.h. um fir k >0 das Wavelet 1%“ zu, erhalten, schrumpft man den Trdger
des Mother Wavelets um den Faktor 2=, verschiebt ihn um 21%1 nach

rechts, und skaliert seinen Wert um den Faktor 25+ )

(iti) Fir k>0 gilt

supp(¥F) = supp(yh;) U supp (455}

(d.h. die Wavelets bilden eine Baumstruktur bzgl. der Inklusion ithrer Triger,
siehe Abbildung 3.4)

(iv) Wavelets auf Stufe k sind unstetig an den Stellen x = 2% fiir 0 < i < 2k,

21 2i+1 2142
2k 9k 2k

Insbesondere ist Qj)f unstetig in x = und . Zwischen diesen

Punkten ist ¥ konstant.
(v) Die Wavelets sind zueinander orthonormal, d.h. <wf,¢§> = 05 - Oky.

(vi) Die Basis ist hierarchisch, d.h. ¥* C Wk+1,
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3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

Beweis.

(i)

(iii)

(vi)

Nach Definition gibt es auf den Stufen k£ = 0,1 jeweils ein Haar-Wavelet und
2k=1 Wavelets auf den Stufen k > 1. Somit ist dim ¥° = 1, dim ¥! = 2 = 2!
und dim UF = dim Wkt 4+ 2k—1 = k=1 4 ok=1 — ok fiir | > 1.

Nach Definition gilt supp 9§ = supp ¢ = [0,1]. Nun betrachte die rekursive
Definitionsgleichung (3.56): aus 2F 1z — i = 2~F—1 (:L‘ — Qki_ ) folgt, dass das

Mother-Wavelet 1 um 21%1 nach rechts verschoben wird und durch die Skalie-

rung im Argument der Trigers um den Faktor 2! kontrahiert wird. Damit

ist @bf auf einem Intervall der Lénge 2~ (k—1) ungleich Null, welches bei 2,9’—,1

beginnt. Somit ist supp ¥ = [Qki_l , 2’%_11]

Wir setzen die Trager aus ii) ein:

supp(¥4;) U supp(vhith

k+1)_[2i 2¢+1] [2¢+1 2¢+2}

ok ok ok ok
% 2+ 2 i i1 N
= |:2k’ Qk ] = |:2k1’ 2k1:| = Supp(¢z )

Da ¥ ein skaliertes und verschobenes Mother-Wavelet ist, ist die Funktion
auf der ersten Halfte des Trégers 1 und auf der zweiten Hélfte —1, d.h. die

Funktion hat gerade die drei angegebenen Unstetigkeitsstellen.

Zur Orthogonalitéit. Zunéchst sei k = £ > 1. Dann ist entweder ¢ = j oder die
Triger sind disjunkt und somit (¥, 1/)§> = 0. Gesamt folgt (¥F, ¢§> =05 - Ok -

Wegen der Symmetrie geniigt es nun k£ > ¢ anzunehmen. Die Funktionen auf
Stufe ¢ sind unstetig an Punkten, die ein Vielfaches von 2~ sind, also an den
Endpunkten von Trégern von Stufe-k Funktionen, aber nie im Inneren deren

Tréger. Somit gilt

Wfﬂﬁé’) = /2571 %k(a?)ibé(a:) dr = c/i1 YF(z)dz =0,

Zuletzt rechnen wir die Normierung fiir ¢ = j und k& = ¢ nach:

1
k=0: @l e = (x, 1) =/0 lde =1,

2
2= (k=1).(j41) _
k>0 (gf, gf) = / 2" (2w —i) | da
2—(k=1).4 —_—
=+1

2= (k=1) (j41) 1

_ k=1 7. _ Cok—1 _

= et 2" dx = ST 2 1.

Folgt unmittelbar aus der Definition. O
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3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

Wie in (3.43), ist die Best-Approximation einer Funktion f € L?(0,1) in der Haar-
Waveletbasis der Stufe ¢ bzgl. der L?-Norm:

¢ 2k-1_g
Z (f, oy (3.58)
wobei f = (f,98) = [§ f(z)dz

Aber wie sehen diese Funktionen nun aus? Wir charakterisieren jetzt die mittels

Haar-Wavelets darstellbaren Funktionen.

( R
Definition 3.35. Fiir £ € N sei S¢ ¢ L?(0,1) der Raum aller stiickweise
konstanten Funktionen bzgl. dem Gitter xé, e ,xﬁe mit :cf = & Die 2¢
Indikatorfunktionen

1 2zt <z <at
¢ S Tt
X;(x) = ’ ’
0 sonst,

der Intervalle (z;,z;41], fiir 0 < j < 2, stellen eine Basis von S* dar.

Lemma 3.36. Die Haar- Waveletbasis der Stufe ¢ ist eine ONS fiir S, d.h.

St = span 0.

Beweis. Wir verwenden die Eigenschaften von ¥* aus Lemma 3.34. Aus (iv) folgt
Ul C S und aus (i) folgt dim(S*) = 2¢ = |¥*|. Da ¥’ ein ONS fiir span ¥* ist und
die beiden Riaume die selbe Dimension haben folgt S* = span W*. O

Ein der wichtigsten Eigenschaften von Haar-Wavelets (und von allen Arten von Wave-
lets) ist, dass die Umwandlung zwischen der Darstellung einer Funktion v € S¢ in der
Waveletbasis U¢ und in der kanonischen Basis {X? 10 < j < 2} effizient durchfiihrbar

ist, wie das folgende Lemma zeigt (vgl. die Fast Fourier Transformation).

Lemma 3.37 (Basistransformation). Fir ¢ > 0 kann jedes beliebige Element
von S* in der Haar- Waveletbasis und in der kanonischen Basis dargestellt werden,
d.h. es existieren Koeffizienten (af)JLO und B, (Blk)Qk =l , fiirk =1,...,¢,

sodass
il g ge=l_q

Yoo = B+ D> > BFuF.
j=0

k=1 =0

Die folgenden Rekursionsformeln gelten fiir die Transformationen:
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3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

(a) Haar-Waveletbasis — Standardbasis: Man setzt of = B3 und berechnet

rekursiv
_ P koL .
of = afs + (=127 B, 0<5<2, (3.59)
wobei die Stufen k =1,...,¢ von unten nach oben durchlaufen werden.

(b) Standardbasis — Haar- Waveletbasis: Man berechnet rekursiv

¢ 1 . _
B = 2~ % (O‘gi - O/Qci—i-l) , of = B (agi +a§i+1) , 0<i< 2t
(3.60)
und B3 = af , wobei die Stufen k ={,...,1 von oben nach unten durch-

laufen werden.

Der Rechenaufwand ist fiir beide Richtungen O(2F), also linear in der Anzahl

der Basisfunktionen.

Beweis. (a) Wir berechnen die Koeffizienten rekursiv startend mit ¢ = 1:

Aus Definition des Mother-Wavelets folgt ¥ = x§ + x1, ¥ = x§ — x4 und
BoY0 + Boo = B0 (xo + x1) + B (xo — x1) = (50 + Bo)xo + (B) — Bo)xi.

also

1 0, ol 1 0 ol
ag = By + Bos ary =By — Bo-

Wir nehmen an, auf Stufe £ — 1 gilt

—12k"11 2711

0,,0 k 1k —1_0—-1
Bowo + D D Biwer = D aiIxgTh
k=1 =0 7=0

wobei die Koeflizienten aﬁ_l bereits mittels (3.59) aus den Koeffizienten 8¥ mit

k < ¢ berechnet wurden. Dann folgt aus Lemma 3.34(ii) auf Stufe ¢ dass

£ 2k—1_1 2t=1_1 2t-1_1
0,0 ko k _ —1 0—1 ¢ ¢
ﬁowo‘f'z Z Bivi = Z o X + Z Bi (%
k=1 i=0 i=0 —~ i=0 ~
A ¥/ £—1
=X2iT X241 =272 (x4 —Xhi11)
211 -1 =1
-1 L1 0\ —1 L1 0\ e
= Z [(042- +272 @‘)X%"’ (ai — 272 Bi) X2¢+1}
i=0
201

—1 i o=l o0 k
e (atj/Qj + (1) 27 5Lj/2J>va

und damit die Rekursionsformel (3.59) auf Stufe /.
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3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

(b) Nun die Richtung von der Standardbasis in die Waveletbasis. Auch hier gehen

wir rekursiv iiber die Stufen vor.

Zur Herleitung der Rekursion beobachten wir fiir k> 1 und 0 < i < 281

k-1 _  _k k oo 1. k-1 _ g
X; = X2i T X2i+1 - X2 = 3Xi T2 2%
E _ oL [k k k 1. k—1 g
oy = 272 (X2i —X2i+1) X2i+1 = 3Xi —2 2

Damit erhalten wir fiir beliebiges 1 < k < ¢:

2F—1 2’6*1—1

k k _ k k ko ok
Z ajX; = (O‘22X21+a2i+1X2i+1)
—

¢ 1 ¢
o (7 27 b ) b (57 -2 k)

2k:1 1 ok—1_1
= 5(0421'4‘042@'“) i+ Z 2~% (%z 0/2241) ey

i=0
Daraus erhalten wir 1 < k < ¢ die Rekursion (3.60)
Bf = 2= (O/Zci - agi—i—l) ; 0<i<2h,
affl = % (O/QCZ» + o/gm) , 0<i< 21,

Da ¥) = x = X9, gilt auch BJ = af.

Die Komplexitétsaussage folgt direkt, da fiir jedes ¢ (bzw. j) nur eine konstante

Anzahl von (< 4) arithmetische Operationen durchgefiihrt werden miissen. O

3.7.3 Datenkompression mit Haar-Wavelets

Die Anwendung von Gleichung (3.52) zu Beginn des Kapitels erlaubt nun eine
Datenkompression mit vorgegebener Toleranz bei der Speicherung einer Funktion
mit Hilfe der Haar-Wavelets.

- ~
Definition 3.38. Durch die Indexmenge Iy C {(k‘,z) k>0,0<i< 2k_1}
sei eine beliebige Menge von N Haar-Waveletbasisfunktionen ausgewéahlt. I
heisst nach unten abgeschlossen, wenn fiir k£ > 0 aus (k,7) € Iy auch folgt,
dass (k —1,]i/2]) € Iy ist, d.h. alle “Vorfahren” eines Wavelets sind auch im
Indexset. Die hochste auftretende Stufe £ in Iy bezeichnen wir als Tiefe der

Indexmenge und der Waveletbasis.
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3.7 Adaptive Best-Approximation mit Haar-Wavelets

Lemma 3.39. Sei Iy eine nach unten abgeschlossene Indexmenge der Tiefe £.
Dann existiert eine Untermenge von N + 1 Gitterpunkten 50§ € {xé, .. ,xge},
sodass {1pF : (k,i) € Ix} ein ONS fiir den Raum SV der stiickweise konstanten
Funktionen bzgl. dem Gitter T§ < &§ < ... < % darstellt.

Beweis. Folgt aus der Bedingung an Iy und aus Lemma 3.34. O MMS

Zum Abschluss geben wir in Algorithmus 3.1 nun einen sogenannten Greedy-
Algorithmus an, um den kleinsten Unterraum SN c 2 (0,1) zur Approximation

einer Funktion f € L2(0, 1) aus Haar-Wavelets mit vorgegebener Toleranz zu finden.

Algorithmus 3.1 Greedy-Algorithmus zur Best-N-Term Approximation

Gegeben: f € L?(0,1), Toleranz TOL.
Gesucht: SV ¢ L2(0,1) mit N méglichst klein, sodass ||f — V|| < TOL | f]|.

Initialisiere die Indexmenge I, z.B. I = {(0,0)}.
Berechne s = Y e (f, ¥F)°

while s < (1 — TOL?)(f, f) do
Waihle Kind (k+1,7) von (k,i) € I mit (f, ¢f+1>2 maximal.

I=TU{(k+1,5)} > Fiige Basisfunktion mit maximalem Fehler hinzu
s = s+ (f,0f")?
end while

Wichtig. Das ist ein Beispiel eines nichtlinearen Approximationsverfahrens
dar, d.h. der Approximationsraum Sy héngt von der zu approximierenden Funktion
ab und wird fiir jedes f anders aussehen. Der Algorithmus passt den Raum an die

Funktion an.
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4 Numerische Integration (Quadratur)

In diesem Kapitel behandeln wir die numerische Berechnung bestimmter Integrale

von Funktionen einer Variablen f € Cla, b]:

b
1) = [ fla)do
a
durch sog. Quadraturformeln der Form
n
Q(f) =Y wif(x:)
i=0
mit Stiitzstellen ¢ < 29 < 71 < -+ < x, < b und Gewichten w; € R, fur

1 =0,...,n. Solche Quadraturformeln sind wichtig,

o weil es fiir viele Funktionen, deren Integral wichtig ist (z. B. f(z) = exp(—2?))

keine geschlossenen Formeln zur Berechnung des Integrals gibt;

o weil f oft nur an endlich vielen Punkten bekannt ist (z. B. Messreihen, oder

wenn die Auswertung teuer ist);
e zur Berechnung statistischer Groflen, wie Erwartungswert, Varianz etc.

Beispiel 4.1 (,,Summierte Rechtecksregel“). Wir machen hier den Ansatz

]
L

I(f) = Q(f) := ' (Tip1 — ) f (i) :

~
I
o

Zo z1 Z2 xr3 - Ty oee- Tp—1 Tn
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4.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Eine naheliegende Konstruktionsmoglichkeit besteht darin, f durch die Lagrange-
Interpolation an den Stiitzstellen x, ..., z, zu approximieren und dann das Interpo-

lationspolynom exakt zu integrieren, d. h. wir setzen

und dann

b n b
Qn = n(zr)dr = L} (z;)dz z;) . 4.1
(1) = [ pala) ;0(/ <>>f<> (4.)

(Beachte, dass die Gewichte w; nur von a,b und den Stiitzstellen {z;} abhéngen.)

Aus der Interpolationsfehlerdarstellung der Lagrange-Interpolation in Satz 3.12 folgt

eine allgemeine Darstellung des Quadraturfehlers in (4.1).

Satz 4.2. Fir den Quadraturfehler E® b}(f) =1(f) — Qun(f) gilt

ElY(f / an ﬁ(:r—xj)dx

n+1

fir ein &, € |a,b].

Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.12. O

Aus dieser Fehlerdarstellung folgt, dass Eila’b] (p) = 0 fir alle p € P,,. Es stellt sich
aber heraus, dass bei geeigneter Wahl der Stiitzstellen auch Polynome hoheren Grades

mit einer (n + 1)-Punkt-Formel integriert werden kénnen.

( )

Definition 4.3. Eine Quadraturformel @, (f) mit n + 1 Stiitzstellen hat Ge-
nauigkeitsgrad d € N, wenn

Elt(gry =0 fir 0<r<d

und
E7[1a,b] (xd—i-l) 7& 0.

Interpolatorische Quadraturformeln der Form (4.1) mit n + 1 Stiitzstellen sind

deshalb mindestens vom Genauigkeitsgrad n.
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4.2 Newton-Cotes-Formeln

Ein wichtiger Spezialfall interpolatorischer Quadraturformeln sind die auf Aquidistan-

ten Stitzstellen basierenden Newton-Cotes-Formeln.

Wir betrachten nur den wichtigeren Fall der abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln
mit g = a und x,, = b (offene Newton-Cotes-Formeln verwenden nur innere Punkte,

d.h. o > a und z,, <b).

Es sei also im Folgenden

b—a

n

ri=a+th fir ¢=0,...,n mit h=

Zur Berechnung der Gewichte w; verwenden wir die Substitution z = a+th, t € [0, n],

sodass
n n

Lgn)(x):H r —xj :Ha—l—t.h—a—j:h:ﬁt.—]:

T — T atih—a—jh 51—

=0 =0
i G i
. . de
und somit (mit 57 = h)
/L(” dx—/ Jhdt fiir i = 0,...,n. (4.2)

J#l

Diese Gewichte Werden ein fur allemal berechnet und tabelliert. Wie man leicht

n (4.2) sieht ist ;—w; unabhéngig von a und b und héngt nur von n ab.

Beispiel 4.4. (a) Zwei Punkte: n =1 und 29 = a, 1 = b. Dann gilt

wo—h/ 7dt a)[—(t 21) ]O:bZ

1 271 _
wi = h tdt:(b—a)[—t] _b-a
0

o 1 2

ergibt die bekannte ,, Trapezregel* (siehe Abbildung 4.1a)

b—a
2

Qi(f) = (f(a) + f(b)) - (4.3)

a

(b) Drei Punkte: n =2 und xg = a, x; = %b und z9 = b.. Dann gilt

(t—1)(t—2) b—a (2, b—a

=h dt = t* —3t+2dt =

o / (—1)(—2) 4 /0 St 6
2 t(t—2

101 -

b—a |2 A(b—
@ [F2gqy - H0—9)
2 0 6

w1:h

(=
)) dt = —
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4.2 Newton-Cotes-Formeln

2t(t-1) b—a [? , b
w2_h/0 2(2_1)dt— 1 Ot—tdt—

—a
6
erhalten wir die sog. ,,Simpson-Regel“ (siche Abbildung 4.1b)

Q) = 52 (fa)+ £ (52) + 1)

(4.4)
(¢c) Vier Punkte: Firn =3 und 29 = a, x 2“;1’, Ty = anQb, x3 = b kann man

ahnlich wie oben die sog. ,,3/8-Regel* herleiten MMS

b—a 2a+0b a4+ 2b
Qu(r) =5 (fly+ar (P2 a1 (“52) + 10))
f(a) f(=@)
p1(z)
z b a povs b
2
(a) Trapezregel Q1(f)

(b) Simpsonregel Q2(f)
Abbildung 4.1: Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln fiir zwei bzw. drei Punkte

1
Beispiel 4.5. Es sei f(x) = /z. Wir wollen /1 f(z) dz berechnen. Es ist

1-1
Q1(f) = 24<\F—1> g 1%—05625
1
_ 1= 4<\f+4\f+1>~0582785

= vae= 2]

[\D\OJ

und

= — =0.583
1
Deshalb ist der relative Fehler jeweils
1
= - = =3.
1) 7=
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4.2 Newton-Cotes-Formeln

also ca. 38 mal kleiner mit der Simpson-Regel.

und
0.583 — 0.582785
0.583

| =9.405-107%,

n
Bemerkung 4.6. Es gilt immer wai =b—a.
i=0

Wir wollen nun den Genauigkeitsgrad der Newton-Cotes Formeln betrachten (o. B. d. A.
nur fiir [a, b] = [0, 1]).

Beispiel 4.7. (a) Trapezregel: Q1(f) = 1 (f(0) + f(1))

ro|a" | I(2") Q1(z") Ei(z")
0 1 | ia+np=1| o
L b=5|30+D)=5| 0
2|a? | =% [30+1)=1]| -}

Der Genauigkeitsgrad betrigt also d =1 (= n).

(b) Simpsonregel: Qo(f) = & ((0) +4f () + F(1))

r e | I(x") Q2(z") Ex(x")
0] 1] 1 t1+4+41)=1 0
1z | 3| s(0+4h+1)=1 0
22| & | h(0+4p+1)=} 0
32| 4 | t(0+aF+1)=1 0
tat] s [Blrame) =g |- di=

Der Genauigkeitsgrad betrégt also d =3 (=n+1)

Diese Beobachtung lésst sich folgendermafien verallgemeinern.

Proposition 4.8. Fir alle n € N hat die (abgeschlossene) Newton-Cotes Formel

n
n+1

Qr den Genauigkeitsgrad

fiir n ungerade,

fiir n gerade.
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4.2 Newton-Cotes-Formeln

Aus Definition 4.3 folgt sofort folgendes Resultat:

Proposition 4.9. Hat Q),, einen Genauigkeitsgrad d, so gilt fir alle p in Py

Ej(p) =0

Beweis. Folgt direkt aus Definition 4.3 und der Linearitat von I(f) und @, (f),
d. h. fiir beliebige f,g € C[a,b] und «, 5 € R:

Ilaf +Bg) =al(f)+BI(g) und  Qulaf+ Bg) = aQn(f) + BQn(g).

Um nun eine Fehlerdarstellung fiir die Newton-Cotes Formeln herzuleiten, benétigen
wir den folgenden Satz (siehe z.B. Analysis I oder Mathe fiir Informatiker II):

Satz 4.10 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Gegeben seien f : [a,b] — R
stetig und g : [a,b] — R integrierbar mit g(x) > 0, fir x € [a,b]. Dann existiert

ein € € [a,b], sodass

[ @@ = 19 [ o)

Auflerdem brauchen wir:

Lemma 4.11. Sei Q,, die Newton-Cotes Formel mit n + 1 Stiitzstellen und
Genauigkeitsgrad d (also d = n+1 firn gerade und d = n fiir n ungerade). Dann
existiert eine Kernfunktion (Peano-Kern) K : [0,1] — R mit K(z) > 0 fir
alle x € [0,1] oder K(x) <0 fir alle x € [0,1] (kein Vorzeichenwechsel), sodass
fiir alle f € C\@+D0,1] gilt

1
ELY(f) = /0 D (@)K (z) da (4.5)

Beweis. Fiir den vollstdndigen Beweis siehe [SB, Kapitel 3]. Wir zeigen hier nur
z(z—1)
O

den Spezialfall n = 1 (Trapezregel) und wihlen K (x) =
Wie in Kapitel 3 setzen wir e(z) = f(z) — pi(x). Dann gilt

/01 f"(2)K(z)dz = /01 f”x<x2_ D dx

_ /1 e/laj(x_ 1) da
0 2
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4.2 Newton-Cotes-Formeln

=0 (weil e(0)=e(1)=0)

wobei zweimal partielle Integration (P.I.) angewendet wurde. O

Satz 4.12. Sei ), die Newton-Cotes Formel mit n + 1 Stiitzstellen und Genau-
igkeitsgrad d (also d =n+1 fir n gerade und d = n fir n ungerade). Dann gibt
es ein & € [0,1], sodass fiir alle f € C(4+D[0,1] gilt

E[U,I] .I'd+1
E[()’”(f) —_ (d—i(_l)‘ ) (d+1)

n

(&) (4.6)

Beweis. Lemma 4.11 garantiert die Existenz einer Funktion K : [0,1] — R mit
K(z) = |K(z)| oder K(x) = —|K(x)| fiir alle z € [0, 1], sodass

B = + [ K@) @)
0

= <i /OlyK(:E)\da:) FUErD (&) = (/OlK(a:) dg;) fa) gy (4.7)

wobei wir im zweiten Schritt Satz 4.10 verwendet haben. Speziell gilt fiir f(x) = 2%+!

und fiir alle £ € R, dass
FED (€)= (d+ 1)

Damit folgt aus (4.7), dass

£ (g;d-H) _ (/01 K(z) dx) (d+1)!

bzw.
1 g0 (m(dﬂ))
Kz)dt = ———————~
/0 (e) d (d+1)!
woraus nach Substitution in (4.7) das Resultat folgt. O

Korollar 4.13. Es existiert ein n € [a,b], sodass

El?’l] (xd+1>

EEI(f) = (b— )2 ( ey

) FD () (4.8)

fiir alle f € C{D[q,b].
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4.3 Summierte Newton-Cotes Formeln

Beweis. Ubungsaufgabe unter Verwendung der Substitution MMS

gt)y=0b—-a)f(a+ (b—a)t), te]0,1].

Beispiel 4.14. Nach obigem Korollar und Beispiel 4.7 existiert (jeweils) ein 7 € [a, b],
sodass fiir die

(a) Trapezregel auf [a, b] gilt:

[0.1] (.2 — )
BN f) = (- a)? (E 2!( )> 7 = - gy,

(b) Simpsonregel auf [a, b] gilt:

0.4] (.4 —a)’
B () = (b— oy <E24,()> 7 ) = LA ).

Erhohen des Polynomgrades zur Verbesserung des Quadraturfehlers ergibt jedoch
keinen Sinn:

1. Man benétigt dafiir mehr und mehr Ableitungen.

2. Wir haben die Probleme mit der fehlenden punktweisen Konvergenz. der

Lagrange-Interpolation bereits ausfiihrlich diskutiert (z. B. Runge-Funktion).
3. Ab n = 7 treten negative Gewichte auf — Gefahr der Ausléschung.

4. Es gibt eine sehr einfache und effiziente Alternative:

4.3 Summierte Newton-Cotes Formeln

Idee: Um das Integral | ; f(z) dz zu berechnen, unterteilen wir das Intervall [a, b] in

die Teilintervalle [y;,y;+1], 7=0,...,N —1:

| | | | |
[ [ [ [ |

a =y Y1 Y2 e YN-1 yn =b

und verwenden eine fixe Newton-Cotes Formel niedriger Ordnung, z. B. n = 1 oder

n = 2, definiert und vorberechnet fiir das Einheitsintervall [0, 1], d. h.

n 1
() = Y 0@ ~ [ fa)da,
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4.3 Summierte Newton-Cotes Formeln

auf jedem der Teilintervalle, zum Beispiel (aber nicht notwendigerweise) dquidistant:

b—a

;= ih j=0,...,N it h = .
yj a+]7 ] ’ ) I mi N

Es gilt damit

/abf(l‘)dx:/y:lf(x)dx+/:2f(x)dx+...+/yw f(x)dz.

N—-1

Durch die Transformation = = y; + h;Z, fir £ € [0, 1], mit h; := y;4+1 — y;, konnen
wir aus QLY ’1]( f) eine Quadraturformel Q 1593 +1] (f) fiir fyy]?* ! f(x) dx definieren und

erhalten die summierte Formel

b N-1 . N— n
/ flayde~ 3 QWil(p) Z (Z fly; + hj:f:i)> : (4.9)
a §=0

7=0

Beispiel 4.15. (a) Summierte Trapezregel (n = 1):

N-—

,_.

N—
a, 5 h;
[ b Z [Z/J y]+1] 5] yj + f (yj+1)) (410)
7=0 7=0
Im Falle eines uniformen Gitters mit A = b_T“:
N-1
a,b f a f b
R =n (; LY s+ (2)> .
j=1
(b) Summierte Simpson-Regel (n = 2):
N—
a b] Z [y] 7yj+1
(4.11)

Z 6J< yj) +4f (W) +f(yj+1)>7

sowie auf dem uniformen Gitter:
[a,b] h = & (Y Y
il =g [r@+2 X fe)+a X 1 (BEE) 4 5w
j=1 =0

Aus Korollar 4.13 folgt sofort:

Korollar 4.16. Sei f € C™'[a,b]. Dann existieren n; € [y;,yj+1), 5 =0,..., N — 1,

sodass b b E[Oal](xdﬂ) N
By () = 1() = Qi) = <M> S 2 ).

J=0
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4.3 Summierte Newton-Cotes Formeln

wobei d wieder der Genauigkeitsgrad von QE’I] ist), und
( gkeitsg

‘E[ab] )‘ SChd—H

N1 E () (d+1)
h = I‘glza(}){ h] und C = (b - CL) ((d_|_1> Hf H ,[a,b} )

Beispiel 4.17. Fir die summierte Trapez- bzw. Simpsonregel erhalten wir

SN O] < 51 oo 2

und

BN ()] < 0Hf4)H 1 (4.12)

288
Wir diskutieren nun praktische Aspekte der in der Praxis wichtigen Simpson-Regel:

1. Die a priori Abschéitzung (4.12) ist in der Praxis nur bedingt niitzlich, weil es
meist schwer ist die vierte Ableitung abzuschétzen. Wir kénnen den Fehler aber
ndherungsweise aus den tatsidchlich berechneten Werten durch eine sogenannte

a posteriori Fehlerabschiatzung bestimmen:

Nehmen wir an f € C™®]a, b]. Dann gilt wegen (4.12), dass

I(f) = Qon(f) +wyh + O(K%).

Zur Bestimmung von wy betrachten wir die Quadraturformel mit halber Schritt-
weite % und 2N Teilintervallen, d.h. Q22n5(f), fur die gilt

4
1) = Quan() +p () +00),

woraus folgt, dass

4
Quan(F) ~ Qa(f) = s <h4 -(3) ) +O(1),

bzw.

wp = k4 <Q2,2N(1f)__2912,N(f) +O(h5))

16 Q22n(f) — Q2N (f)
T 15 ht

+O(h)
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4.3 Summierte Newton-Cotes Formeln

No=2

\ ‘ \ ‘ \
0 0+yY 0 O +yS 0
3 yo;ryl 30 yﬁ;yz 29
S
n yé;ry} Y y};ry% v yé;yé i yi;yi yh
neu!
\ | | | | | | | | | | | | | | | |
\ \ \ \ \ \ \ \ \
2 2 2 2 2 2 2 2 2
Yo Yi Y3 Y3 Yi Ys Ys Y7 Y8

Abbildung 4.2: Darstellung der neu hinzukommenden Stellen, an denen die Funktion

ausgewertet werden muss.

Wenn wir also eine Fehlertoleranz TOL vorgegeben haben, kénnen wir mit Ny

Teilintervallen starten und so lange die Anzahl der Intervalle verdoppeln, d. h.
szzNj_17 ‘7':1727”.7
bis
16
B ‘QZNJ' (f) B QQ»Nj—1(f)‘ < TOL.

Dann gilt
|Ban, ()] < oL+ O(?)

und die dazu ndtige Schrittweite erfiillt

(aber ohne das wy a priori bekannt sein muss).

Bei dquidistanten Unterteilungen konnen die bisherigen Funktionsauswertungen
alle wiederverwendet werden und es muss nur an den Intervallmittelpunkten

neu ausgewertet werden (siehe Abbildung 4.2)

. Oft ist das Verhalten der vierten Ableitung auf verschiedenen Teilen von
[a, b] sehr unterschiedlich. Hat man dazu a priori Informationen (wie z. B. bei
f(z) = /z auf [0,1]), so kann man die {y;} a priori geeignet (d.h. nicht

uniform) wéhlen.

. Man kann aber auch adaptiv durch a posteriori Fehlerabschéatzung (wie oben)

auf jedem Teilintervall den Fehler mittels a posteriori Fehlerschatzer n’f} j
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4.4 Das Romberg-Verfahren

77920 77?,1
o=z | 1 | | |
o y? Y9

77]1”,0 77]1”,1 77},2
M= % |
s yi Y3 Y3

77J2f,0 ’712‘,1 77J2f,2 ’712”,3
Ny =4 ft—t—+— % ; | |
e y? Y3 Y3 3
Ny=6  fAH—+f—+— % i % % % |
ve viou3 v3 ys Y3 ve

Abbildung 4.3: Adaptive summierte Simpsonregel (die schraffierten Fléchen entspre-
chen den Intervallen, die verfeinert werden sollen).

abschétzen und im kten Schritt nur die Intervalle [yf,yfﬂ] verfeinern, wo
der Fehler grof ist, was zur adaptiven summierten Simpson-Regel fiihrt.
Diese ist bspw. in der Matlab-Funktion quad implementiert. Wir wéhlen also
z.B. die 30% der Intervalle, wo der a-posteriori Fehlerschitzer 77]}:, ; am groften
ist (sieche Abbildung 4.3). Es gilt

Np—1
k __ k
Ny = Z ¥,
j=0

und so liefert dieser adaptive Algorithmus natiirlich auch gleich wieder einen

globalen Fehlerschéitzer zur Bestimmung des Abbruchkriteriums.

4.4 Das Romberg-Verfahren

Wir kénnen wieder das Prinzip der Extrapolation zum Limes h = 0 verwenden,
um die summierte Newton-Cotes Formeln zu verbessern. Wir beschrianken uns auf
den Fall n = 1 (Trapezregel) und dquidistante y; = a+jh, 7 =0,..., N mit h = Z’_Ta.

Dieses Integrationsverfahren geht auf Romberg zuriick.
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4.4 Das Romberg-Verfahren

Wir definieren

N-1
a(h?) == h (f(a) + > fly) + f(b)) :

Wir wissen bereits, dass

o) = 1(5) - 1 (5% 1)

(Mittelwertsatz angewandt auf die Formel in Korollar 4.16).

Die Grundlage der Berechnung von limyz2_,qa(h?) durch Extrapolation ist wieder
eine asymptotische Entwicklung von a(h?) nach Potenzen der Gitterweite h. Da die
Koeffizienten der ungerade Potenzen 0 sind, fiihren wir diese Entwicklung (wie in
Kapitel 3.3 aber) bzgl. h := h? durch.

Satz 4.18. Fiir f € C*"*2[a,b] gilt die sogenannte ,,Euler-Maclaurinsche

Summenformel*

a(hZ) _ /b f(z) do + i hgk(l;il;‘ (f(2k—1)(b) _ f(2k—1)(a))
@ k=1 ’

) (4.13)

h2m+2
+ @m 1 2)!

Bom+2f P+ (n)

fir ein n € [a,b], wobei By die sog. Bernoulli-Zahlen sind, die der Rekursion

=1\ B
By=1, B =-— L, =12,
jz:%(j)l—j—l—l

gentigen (mit By =0 fir | > 1 ungerade).

Beweis. Siche [SB, Kapitel 3.3]. O

Die ersten Bernoulli-Zahlen sind

1 1 1

1
B0_17 Bl__§7 B2_67 B4__7

Dem Extrapolationsprinzip folgend funktioniert das Romberg-Verfahrens wie folgt:
1. Fiir die Folge von Schrittweiten h; = 27°h, i =0,..., m berechnen wir

b—a
hi

a(h?) = QYR (f) mit N;=
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4.4 Das Romberg-Verfahren

2. Mit den Stiitzpunkten (Tzl,a(ﬁz» = (h2,a(h?)) konstruieren wir das Extrapo-

lationstableau wie in Kapitel 3.3:

. 7 2 2
i | hi=h; | aio=a(h)
0 hg an,o
) N\
1 hl ai o — ai 1
2 h% a0 — a1 — a2
m m Gm,0 — am1 —  Gm2 Am,m

wobei wieder B B
~ hikaig—1 — hiai 11
Qi k= = = .

hi— — h;

Aus Satz 3.16 (mit h = h? anstelle von h) folgt dann direkt

Satz 4.19. Sei f € C?*™*2[a,b]. Dann gilt fir die durch das Romberg- Verfahren

berechnete Ndiherung am, m, dass

/ ! F@) o — amm = ORI = O(RZTH2) (4.14)

Bemerkung 4.20 (Trapezregel fir periodische Funktionen).

(a) Sei f € C?™*+2(—00, 00) periodisch auf [a, b]. Weil f(a) = f(b), reduziert sich in

diesem Fall die Trapezregel zur summierten Rechtecksregel
N-1
[1‘1]3] (f)=nh Z f(y5) (der einfachsten Quadraturregel).
§=0

Da auBerdem fiir alle 0 < k < 2m + 2 gilt f*)(a) = f*)(b), ergibt sich aus
Satz 4.18 sofort (ohne Extrapolation):

BN ()] =0 (Rm2).

(b) Fiir den Spezialfall f € C*°(—o00,00) und f periodisch auf [a, b], konvergiert

[fff}( f) schneller gegen [ ; f(x)dz als jede Potenz von h.

Aber Achtung! Diese Methode ist hochst sensibel auf kleinste Datenfehler, z. B.
wenn b nur leicht gestort ist (bspw. b — b 4 0.0001), reduziert sich die Konvergenz

sofort wieder zu O(h?) und es kann sogar zu katastrophaler Ausléschung kommen.
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4.5 GaufBische Quadraturformeln

4.5 Gauflsche Quadraturformeln

Eine zweite Alternative den Genauigkeitsgrad und die Konvergenzordnung interpola-

torischer Quadraturformeln

b n
Q) = [ ph@)do =3 wif (@) (4.15)
a i=0
zu erhohen ist eine gezielte Wahl der n + 1 Stiitzstellen xy, ..., z, € [a,b].

Wir haben bereits in Definition 4.3 gesehen, dass @, (f) mindestens einen Genau-
igkeitsgrad von n hat. Der folgende Satz beantwortet die Frage des maximalen

Genauigkeitsgrads fiir beliebige Stiitzstellen xq, ..., T,:

Satz 4.21. Der Genauigkeitsgrad einer interpolatorischen Quadraturformel ist

kleiner oder gleich 2n + 1.

Beweis. Nehmen wir an, die Formel Q,,(f) hat Genauigkeitsgrad d > 2n+2. Dann

misste insbesondere

n

En(p) = 1(p) — Qu(p) =0 far p(zr) = H(w - %’)2 € Panya.

i=0
Aber . ,
0= w; xi:/ x)dz >0,
S wipte) = [ 9w
=0
was auf einen Widerspruch fithrt. Also ist d < 2n +1 O

Wir wollen nun zeigen, dass es tatséchlich interpolatorische Quadraturformeln gibt,
die maximalen Genauigkeitsgrad d = 2n + 1 haben. Der Einfachheit halber arbeiten
wir in diesem Kapitel zuerst mit [a,b] = [—1,1] (wie in Kapitel 3.6 zur Gau$-

Approximation).

Lemma 4.22. Sei wp41(z) = (x — zo)(x — 1) -+~ (x — ). Die Regel (4.15)
hat genau dann Genauigkeitsgrad d = 2n + 1, wenn fir alle ¢ € Py, gilt, dass

/_11 Wn+1(2)g(x) dz = 0. (4.16)

Beweis. Regel (4.15) hat Genauigkeitsgrad d > n genau dann, wenn E,, (z%1) # 0

und wenn fiir alle f € Py und das zugehérige Interpolationspolynom p/ € P, zu den
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4.5 GaufBische Quadraturformeln

Stitzstellen xq, ..., z, gilt

[ 5@ - phwyar =0 (4.17)

Es sei f € Py beliebig und p/ € P, das zugehérige Interpolationspolynom. Dann gilt
f —p} € Py und aus den Interpolationsbedingungen

(f_pqé)(%):o, 1=0,...,n.

folgt durch (n + 1)-maliges Anwenden des Restpolynomsatzes (siche Beweis zu
Satz 3.8):
f— pfl = wpp1r fureinr e Py, 1. (4.18)

Da f € P4 beliebig war, erhélt man auf diese Weise alle r € P;_,,_1 und so ergibt
sich durch Substitution, dass (4.17) dquivalent ist zu

1
/ Wpt1(x)r(z)de =0, fir alle r € Pg_p,_1.
-1

Fir d = 2n + 1 ist das genau die Bedingung (4.16) und es folgt aus Lemma 4.21,
dass E,(x%1) # 0, womit beide Bedingungen dafiir, dass @, Genauigkeitsgrad d
hat, erfillt sind. ]

Die Suche nach einer Regel (4.15) mit Genauigkeitsgrad d = 2n+1 ist daher dquivalent
zur Suche nach einem Polynom w1, das Bedingung (4.16) erfiillt. Dazu muss w1
nicht notwendigerweise in faktorisierter Form, wie in Lemma 4.22, vorliegen, aber
der fithrende Koeffizient (d.h. vor z""!) muss ungleich 0 sein (0.B.d.A. gleich 1).

Bevor wir das allgemein untersuchen, betrachten wir zwei Beispiele:

Beispiel 4.23. (a) Ein Punkt (n = 0). Es ist wy4+1(x) = 2 — a fir ein zu
bestimmendes a € R. Weil d = 2n + 1 =1 und n = 0 reduziert sich (4.16) auf

1 22 )
0:/ (r—a)dz=|— —azx = —2a,
o 2 B

also wp4+1(z) = x und xy = 0. Das heifit die einzige 1-Punkt Regel mit Genauig-
keitsgrad d = 1 ist die Mittelpunktsformel (oder 1-Punkt Gauf3-Formel)

QM) = [ b =25(0) (4.19)

wobei pg die konstante Interpolierende an xg = 0 ist.

81



4.5 GaufBische Quadraturformeln

(b) Zwei Punkte (n = 1). Hier ist wa(z) = 2% + ax + b fiir gewisse a,b € R

und (4.16) ist dquivalent zu

1 .
/ (x2—|—aa:+b)xjdm:0, fur j =0, 1.
-1

Weil fiir jedes ungerade n € N gilt f_ll ™ = 0, erhalten wir einfach

1

a? 1 1
30 <3+> .
3 ! 2
CL3]_1 30/ = a

und deshalb

also
ro=——~ und 1z =—.
EE RRVE
Die einzige 2-Punkt Regel mit Genauigkeitsgrad d = 2n + 1 = 3 (d. h. exakt
fiir 1, z, 2%, 23) ist die 2-Punkt Gauf3-Formel

Q) = [ mar=y (-5)+7 () o

d.h. wg = w1 = 1, was man wie iiblich durch Integration des interpolierenden

Polynoms p1(z) an z¢ = —% und 1 = % erhilt. MMS

Fiir den allgemeineren Fall blicken wir zuriick auf die Gauf-Bestapproximation
im Kapitel 3.6. Wie dort betrachten wir den Funktionenraum C[—1,1] mit Ls-
Skalarprodukt und Lo-Norm

)= [ gt wd gl = g0

Das Polynom wy11 € Pp41 in Lemma 4.22 soll orthogonal (bzgl. (-,-)) auf alle
Polynome ¢ € P,, stehen. Dafiir konnen wir uns wieder der bereits besprochenen
(nicht-normalisierten) Legendre-Polynome aus Beispiel 3.28 bedienen. Das bereits

erwahnte Gram-Schmidt Verfahren zu deren Konstruktion ergibt, angewandt auf

die Monombasis {1,z,...,2""} von P,11, die Formel:
po(r) =1 und pg(x Z i ’ﬁo’ k=1,...,n+1.  (4.21)
=0 Z
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4.5 GaufBische Quadraturformeln

Eine notwendige Konsequenz dieser speziellen Konstruktion ist:
{po,p1,...,pK} ist Basis von Py fur alle k <n + 1, (4.22)

und (p;, pg) = 0 fiir alle j # k. Daraus folgt speziell, dass fiir alle ¢ € P, gilt:

/_11 Pnt1(x)g(z)de =0 (4.23)

und wir kénnen wy41 = pnp+1 setzen. Aufrgund der Orthogonalitit der Legendre

Polynome folgt auch, dass w,41 eindeutig ist.

Wir benétigen aber noch die Nullstellen von p,41 um die Stiitzstellen xg, ..., z, der

Quadraturformel 4.15 zu definieren.

Satz 4.24. Alle Nullstellen des Legendre-Polynoms pp+1, n > 0, definiert

in (4.21), sind einfach und liegen im offenen Intervall (—1,1).

Beweis. Esseien —1 < zp < --- < zp_1 < 1 die Nullstellen von p,1, an denen
das Vorzeichen wechselt (d.h. die reellen Nullstellen ungerader Vielfachheit in (—1,1)).
Falls diese Menge leer ist, gilt k = 0. (Wir zeigen: k = n + 1).

Unter der Annahme, dass k < n + 1, sei

() M@ —xy), falls k>0,
q €Tr) =
L, falls k = 0.

Da g € Py, folgt aus (4.23) (pn+1,q) = 0. Nach Definition von ¢ &ndert das Produkt
Pn+1(z)g(x) auf (—1,1) sein Vorzeichen nicht, sodass

1
0= (pnt1,q) = /_lpn+1(:c)q(:r) dz # 0,

was einen Widerspruch darstellt. Also ist K = n + 1, d. h. alle Nullstellen sind reell,
einfach und liegen in (—1,1). O

Lemma 4.25. Fir beliebige —1 < zp < 21 < -+ < &, < 1 ist die (n+1)x(n+1)-
Matrix
po(zo) -+ po(Tn)
A= L (4.24)
pn(To) -+ pn(Tn)

nicht-singuldr.
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4.5 GaufBische Quadraturformeln

Beweis. Angenommen A wire singuliir. Dann existiert ein 0 # ¢ € R"*!, sodass
cTA =0, d.h. das Polynom

n

=Y cipi € Pa

=0
hat n + 1 unterschiedliche Nullstellen zp < z1 < -+ < @, in [—1, 1]. Damit ist also
ql(=1,1) = 0. Aber fiir alle j = 0,...,n gilt

n
(@,p6) =D cilpi, i) = ckllpr]l”,
=0

woraus folgt, dass ¢ = 0, und damit ein Widerspruch zu unserer Annahme. O

Wir kommen nun zum Hauptresultat des Kapitels:

Satz 4.26 (GauB-Quadratur). Die interpolatorische Quadraturformel @y, in (4.15)
hat genau dann Genauigkeitsgrad d = 2n + 1, wenn zg, ..., x, die Nullstel-
len des (n + 1)-ten Legendre-Polynoms p,y1 sind. Die zugehorigen Gewichte

w = (wo, ..., wy)T erhdalt man als Losung des linearen Gleichungssystems
Aw = (2,0,...,0)T (4.25)

mit A definiert in (4.24). Auferdem gilt w; > 0 fir allei =0,...,n

Beweis. Nach Satz 4.24 sind die Nullstellen des (n + 1)-ten Legendre Polynoms
Pn+1 unterschiedliche reelle Zahlen xg < ... < x,, in (—1,1). Deshalb gilt p,41(z) =
(r —z)(x —x1) -+ (x — xy) und ppy1 ist auch das einzige Polynom in P, 1, das die
Orthogonalitétsbedingung (4.23) erfiillt.

Zusammenfassend folgt aus Lemma 4.22 (mit der Wahl wy,+1 = pny1, dass die
Quadraturformel @,, genau dann Genauigkeitsgrad d = 2n + 1 hat, wenn zq,...,z,

die Nullstellen des (n + 1)-ten Legendre-Polynoms p,11 sind.

Zur Berechnung der Gewichte beachte man zunéchst, dass wegen der Exaktheit von

Q. fir Polynome

2, k=0,

0, 1<k<n,

n 1
;wz‘pk(l‘i) = /4pk(x) dx = (pr,po) = {

d.h. die Gewichte miissen (4.25) erfiillen. Mit Lemma 4.25 folgt auch die eindeutige
Losbarkeit von (4.25).

84



4.5 GaufBische Quadraturformeln

2
Schliefllich gilt mit f = (L,E:")) € Pan, dass

n 2 1 2
wy = sz (L,(Cn)(xz)) = / (L,(Cn)(x)) dr >0, fir k=0,...,n
1=0 -1
(wobei L,(Cn) die Lagrange-Basispolynome sind). O

Bemerkung 4.27. Fur Integrale [ : f(z) dz tber von [—1, 1] verschiedenen Intervallen

[a, b] koénnen wir einfach die Transformation ¢ : [—1,1] — [a, b] mit
T =¢(x) :=c+ hx, wobei c:= bta und h = b;a.
L do
Dann gilt —/— = h und es folgt : MMS

de
QLN = wif ()
=0

mit z; = ¢+ hx; und w; = hw; .

Beispiel 4.28 (Drei Punkte, n = 2). Wir wollen Q[(‘;:g](f) mit Genauigkeitsgrad

d = 5 berechnen. Mittels der rekursiven Formel (3.45) in Beispiel 3.28 erhalten wir:
1 , 1
po(z) =1, pi(z) =z, pa(z)=2api(z)— gho(z) =a” — 5 und

4 1 4
p3(x) = xpa(x) — 5= 1p1(a:) =% - 3T e

Also

T __\/§ r1=0, =z —\/§
0 — 57 1=Y, 2 = 5

Um die Gewichte zu finden, erhalten wir das Gleichungssystem

1 1 1 wo 2
2o S {w | =0
4 1 4
5 3 15/ \W2 0
und lésen dies mittels GauB-Elimination (vgl. Kapitel 5):
1 1 1 |2 1 1 1 2 (1)
-2 0 yElo |~ o0 2 22|22 | un+/ED
4 1 4 3 8
15 -3 15 0 O -5 0 15 (111)7%'(1)
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4.5 GaufBische Quadraturformeln

1 1 112 (I
~1 0 1 2|2 V3an
0 0 g % (I11)—+/3-(11)
Durch Riickwirtseinsetzen erhilt man
5 2 5 10 8 8 5 5
Wy==-—==, Wi =2——=—, wWg=2—=——=—.
6 3 9 9 9 9 9 9

Um die Stiitzstellen und Gewichte auf [a, b] zu erhalten, setzen wir wieder ¢ = £ (a+b)

und h = %(b —a). Dann gilt Z; = ¢+ hx; und @; = hw; und somit ist

Q[“b(f) = g [51‘" (c— \/§h> +8f(c)+5f <c+ \/ghﬂ .

Wir kénnen auch hier wieder den Quadraturfehler ausrechnen:

Satz 4.29. Fir f € C*""2[a,b] ewistiert ein & € [a,b], sodass

2 2n+3
), [a b lpn+1l <b - a) (2n+2)
E = °
B9 = [ fta =g () e
Beweis. Siche [Ranl7], Satz 3.4 und Erlduterungen danach. O

Wir wissen, dass

Ip 1H2 _ ((n+1)!)4 92n+3
" (2n+2)1)% (2n + 3)
und somit gilt
" 1)!)4 (b . a)2n+3
E[ bl _ ((n + (2n+2) 7
d.h.
n | # Punkte | d [gz](f)
_a)3
0 1 1| Gk e
—a)®
1 2 3| Gl
b—a
2 3 5 2(016000 (5)
b—a
3 4 7 17(78112000 (5)
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4.5 GaufBische Quadraturformeln

Also wachsen nicht nur Genauigkeitsgrad und Konvergenzrate sehr schnell mit n;

auch die Konstante im Fehler fallt viel schneller ab als bei Newton-Cotes!

Wir beenden das Kapitel mit einem wichtigen Satz, der besagt, dass die Gau$-

Quadratur nicht nur fiir glatte Funktionen konvergiert:

L. . . [a,b] .
Satz 4.30. Fir jedes f € Cla,b] gilt Jim Eg, (f)=0.

Beweis. Seien f € C[a,b] und € > 0 beliebig. Nach dem Approximationssatz von

Weierstrafl existiert ein mg € N, sodass fiir jedes m > myg ein p¢ € P, existiert mit

€

—_nt S
||f p Hoo,[a,b] = 2(()— CL)

Im Speziellen gilt fiir jedes n € N mit n > 5 — 1, dass

[EGNA| = [10) = 16°) + 100°) = Q) + Q& () = Q)]
< = )|+ | BED @) + Q61 = p9)
b € L € € €
S /a mdl’ +0+ ngm :§+§:6
=b—a

Wir haben also gezeigt, dass fiir alle € > 0 ein mg € N existiert, sodass

m
VnZ—O

Der Approximationssatz von Weierstrafl liefert aber leider keine Konvergenzrate.
(Das selbe gilt natiirlich fiir alle interpolatorischen Quadraturformeln und der Beweis

verlduft identisch.)
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5 Lineare Gleichungssysteme —
Direkte Verfahren

Gegeben sei im Folgenden eine Matrix A € R™*"™ und ein Vektor b € R™

(Der Einfachheit halber betrachten wir wieder nur Gleichungssysteme in R.)

a1 -+ Qg b1

am1 - OGmn bm

Gesucht ist dann ein Vektor x = (x3);_; € R™ mit der Eigenschaft

a11x1 + a1are + -+ - + a1pxy = by

Am1T1 + Ama®2 + -+ ATy = by,

bzw. kompakt
Az =0. (5.1)

( M)

Definition 5.1. Das Gleichungssystem (GLS) (5.1) heifit
e unterbestimmt, falls m < n,
e quadratisch, falls m = n,

e iiberbestimmt, falls m > n.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass (5.1) genau dann losbar ist, wenn
rang(A) = rang(A | b),
wobei
ann 0 an b
(A|b):=

Am1 ** Qmn bm
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5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

Der Rang einer Matrix ist definiert als die Dimension des Spaltenraums bzw. des
Zeilenraums. Das folgende Resultat aus der linearen Algebra liefert dquivalente

Bedingungen fir die eindeutige Losbarkeit von (5.1).

Proposition 5.2. Im Fallm = n (A quadratisch) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Ax = b ist fir jedes b eindeutig l6sbar
(ii) rang(A) =n

(iii) det(A) #0

(iv) Alle Eigenwerte von A sind von Null verschieden.

Wir beschéftigen uns zundchst mit dem Fall m = n.

5.1 Storungstheorie (Konditionierung)
Bei der Losung eines quadratischen Gleichungssystems Ax = b treten zwei Fehlerein-
fliisse auf:

(a) Eingangsfehler in den Elementen von A und b

(b) Rundungsfehler im Verlauf des Losungsprozesses

Zur Untersuchung dieser Fehler benotigen wir zunéchst einige Definitionen.
5.1.1 Vektor- und Matrixnormen
Wir betrachten im Folgenden den endlichdimensionalen Vektorraum R™ (mit der

tiblichen Vektoraddition und Skalarmultiplikation). Die folgenden Definitionen und
Sétze gelten jedoch meist &hnlich fir C™.

( 7

Definition 5.3. Eine Abbildung ||-|| : R” — R4 heifit Norm, wenn sie die
folgenden Eigenschaften besitzt:

(N1) ||z|| > O fiir alle x € R™\ {0} (Definitheit)
(N2) |laz|| = |a|||z| fir alle z € R", a € R (Homogenitét)
(N3) ||z +y|| < [lz|| + ||ly|| fur alle z,y € R™ (Dreiecksungleichung)

~ J
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5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

Beispiel 5.4. Ubliche Beispiele von Vektornormen sind

n /2
x|, = (Z \x2]2) (Euklidische Norm oder ¢2-Norm)
i=1

|zl = m%lx |z;] (Maximumnorm oder /»,-Norm)
1=
n
lzlly = ) lail (£1-Norm)
i=1

(Vergleiche die Supremumsnorm ||-[| 1, ;) und die Ly-Norm ||-[|, auf dem Funktio-

nenraum Cla, b] aus Kapitel 3.)

Aus (N3) lasst sich auch leicht die ebenso wichtige inverse Dreiecksungleichung

ableiten : Fir alle x,y € R™ gilt MMS

[l = Nyl < ll= = ylI- (5.2)

Satz 5.5 (Norméquivalenz). Auf dem endlichdimensionalen Vektorraum R™ sind
alle Normen dquivalent, d. h. fir beliebige Normen ||-||, ||-||' auf R™ existieren
m, M > 0, sodass

mlz| < |z|| < Ml|=z||" fir alle x € R". (5.3)

Beweis. Es geniigt ||-|' = |||, und ||-|| beliebig zu betrachten. Die Menge
Si={yeR" ¢ [lyllo =1}

ist beschrankt und abgeschlossen (und deshalb kompakt). Da aufgrund der Normei-
genschaften (N1) und (N2)

n n
el = | wiedl| < D laillleill < vllollo
i=1 i=1
mit vy := Y1 ||ei]| gilt, ist ||-|| : R™ — R4 gleichméBig stetig und nimmt auf S sein
Maximum,/ Minimum
M = d = i
maxfy| ~ und = minfly|

an. Da 0 ¢ S folgt aus (N1), dass M > m > 0. Daher gilt fiir beliebiges 0 # = € R™,

dass
(N2)

el

]l < M,

X
m <
H ch\loo‘
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5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

also
mllzll < llzf| < M|zl

Fir = 0 gilt die Ungleichung trivialerweise. O

Aus diesem Satz folgt, dass Konvergenz bzgl. einer beliebigen Norm im R™ auch der

komponentenweisen Konvergenz entspricht, d. h.

Hx(t) - xH KmasNg)) & xz(t) 1209 4 fiir alle i = 1,...,n. (5.4)

Dies ist fiir nicht endlichdimensionale Vektorrdume im Allgemeinen falsch!

Auch fiir den Vektorraum (R™*", +,-) aller quadratischen n x n-Matrizen kann man
Normen ||-]| einfithren. Weil R™*™ in natiirlicher Weise mit R™ identifiziert werden
kann, miissen Matrixnormen wieder die Bedingungen (N1) — (N3) erfiillen. Auch

fiir die Konvergenz von Matrizen gilt dann

HA“) - AH %0 e d) P%ap firallejk=1,...n,

d. h. die Konvergenz von Matrizen ist dquivalent zu komponentenweiser Konvergenz.

( 7

Definition 5.6. Seien A, B € R™*™ und x € R" beliebig.

(a) Die Matrixnorm ||-||;, heifit vertréaglich mit einer Vektornorm ||-||,, wenn

[Azlly < [[Allplllly - (5.5)
(b) Eine Matrixnorm ||| auf R™*"™ nennt man submultiplikativ, wenn
IAB| < [IA[llIB]l- (5.6)

(c) Fiir jede beliebige Vektornorm ||-|| auf R™ definiert

A
4] = max 1421 (5.7)
w20 |||
eine mit ||-|| vertragliche Matrixnorm auf R"*". Sie wird die natiirliche
Matrixnorm (oder Grenznorm) genannt (engl. induced norm).
= )

Bemerkung. Offensichtlich ist die natiirliche Matrixnorm die kleinste aller mit ||-||
vertraglichen Matrixnormen, d.h. fiir eine beliebige Matrixnorm ||-||,, (die mit |||

vertraglich ist) gilt, dass falls

[Az|| < [ All /[l
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5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

fiir alle x € R™ gilt, dann folgt
[Al < [ Alla

und es gilt
1]} = 1.

Jede natiirliche Matrixnorm ist submultiplikativ, denn fiir beliebige A, B € R™"*"

gilt:
| ABz]| [A[[]| Bz
[AB|| = max < max ——— = [|A[|[|B]|.
w0zl T a0 2]
Beispiel 5.7. (a) Die Frobenius-Norm
n 2
2
Al = (3 lal?)
Jk=1
ist eine mit der Euklidischen Norm ||-||, vertrédgliche, submultiplikative Norm. MMS

Sie ist aber keine natiirliche Norm.

(b) Die Maximumnorm

1Al

n
max ﬁi}i ‘ajk’

hingegen ist nicht submultiplikativ.

Lemma 5.8. Die natiirlichen Matriznormen zu ||-||, und |||, sind die Zeilen-

summennorm bzw. die Spaltensummennorm

n n
JAll o= Slagel  brw. Al =Yl (58)
LD

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir ||| . Der Beweis fiir ||-||; ist analog. Es gilt

n
n n
< (uixla ) <r§1a;<2\ajk) < JAlolals,
L i3

woraus folgt

Ax
1Azl 4. (5.9)

ax
220 |7l o

Falls || A, = 0, dann ist A = 0, also max,so ot — 0 = [|A]| .. Sei also ||A]|, > 0

[E3

und j* € {1,...,n} ein Index, fir den gilt

n

n

n

1Al = max > lajel = lajek|- (5.10)
k=1 k=1



5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

Um Gleichheit der Normen zu zeigen wihlen wir den speziellen Vektor z* = (z}),_; €

R"™ mit Eintragen

QA% . .
. ]a;*k|’ fir & mit a1, # 0,
Ty =

0, sonst.

Dann gilt ||z*|| = 1 und es folgt aus (5.10), dass

n n
1Alloo = Y _lagerl = Y aj-rzi = (Az”) .
k=1

k=1
< = A 14T
le*loe — 220 [zl
O
5.1.2 Symmetrische Matrizen, Eigenwerte und die Spektralnorm
Definition 5.9. Sei A € R™*™ X\ € C und v € C"\ {0}, so dass
Av = \w. (5.11)

Dann heifit A Eigenwert von A und v ein zugehoriger Eigenvektor. Das Paar

(A, v) wird auch Eigenpaar genannt. Die Menge aller Eigenwerte heifit Spektrum.

. J

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass A € C genau dann Eigenwert von A
ist, falls pa(\) := det(A — AI) = 0, wobei pg € P, das sog. charakteristische
Polynom von A ist. Weiterhin ist bekannt, dass p4 tiber C genau n Nullstellen hat
(Vielfachheiten mitgezéhlt), welche somit genau den Eigenwerten Aq, ..., A, von A

entsprechen. Zu jedem )\; existiert mindestens ein Eigenvektor v; € C™ \ {0}.

Proposition 5.10. Fir alle (vertraglichen) Matriznormen ||-|| und fir alle Eigen-
werte X\ von A gilt:
Al < [lAl; (5.12)

d. h. alle Eigenwerte von A liegen in einer Kreisscheibe in C mat Mittelpunkt 0 € C
und Radius || Al|.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von A mit zugehorigem Eigenvektor v, der normiert
sein soll, sodass ||v||;, = 1. Sei ||-|| eine mit |||, vertragliche Matrixnorm. Dann
gilt

Al = [All[olly = lIAolly = [[Avlly < [[Allllvlly = 1Al
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5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

Man kénnte also bspw. ||A|| zur praktischen Abschétzung der Eigenwerte verwen-
den. Es existieren auch noch schérfere Abschitzungen des Spektrums, z. B. die sog.

Gerschgorin-Kreise.

Ein wichtiger Spezialfall sind symmetrische Matrizen A € R™*" mit
A=AT,

wobei (AT),; = Aj; die transponierte Matriz von A ist. Um das Spektrum symmetri-
scher Matrizen zu analysieren verwenden wir das Euklidische Skalarprodukt, definiert

fiir alle z,y € C™ durch
(@, y)y =D T, (5.13)
i=1

wobei 7; die komplex konjugierte Zahl zu y; ist. Es hat die bekannten Eigenschaften
eines Skalarprodukts, also Symmetrie, Linearitiat und Definitheit (vgl. Appendix A).
AuBlerdem gilt

2
2l = (2, 2),

und fiir symmetrische Matrizen A € R™*™ und alle z,y € C" gilt

(Az,y)y = (2, Ay), . (5.14)
Satz 5.11. Die Figenwerte A1, ..., \, einer symmetrischen Matriz A = AT €
R™ ™ gind alle reell und es existieren Eigenvektoren vy,...,v, € R™, sodass
1, firi=j,
(vi, vj)g = (5.15)
0, sonst,
d.h. {vi,...,v,} ist eine Orthonormalbasis von R™.
Beweis. Wir zeigen nur, dass Aj,...,\, € Rund vy,...,v, € R" (fiir den Beweis

der Orthonormalitét siehe bspw. [Fis14]). Sei also i = 1,...,n beliebig. Dann gilt
Ai = Aillvilly = (vi, Avi)2 = (v, Avi)o = (Avi, vi)a = (Avi, vi)2 = Ail|villy = N

Da A und \; reell sind, sind auch die Eigenvektoren v; € R™. O

Aus Satz 5.11 kénnen einige wichtige Eigenschaften symmetrischer Matrizen abgeleitet

werden. Dazu erinnern wir zundchst daran, dass eine Matrix () € R™*" orthogonal

heifit, wenn

Q' =qr
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5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

Daraus folgert man leicht : ||Qz||, = ||z||, fur alle z € R". MMS

Definition 5.12. Eine Matrix A € R™*" heifit positiv definit, wenn fiir alle

z € R"\ {0} gilt:
(Az, )y > 0.

Proposition 5.13. Sei A = AT € R™"*",

(a) A besitzt eine Spektralzerlegung A = QDQT mit!

A1

A2
D= . und Q:=| vy |vy |- |0, orthogonal.

An

(b) Fiir die von der Euklidischen Norm ||-||, erzeugte natirliche Norm von A gilt

H‘lx‘b n
A (= max = max |\;|. 5.16
H HQ 220 Hl'H2 i—1 | Z| ( )

Deshalb wird ||-||, auch Spektralnorm genannt.

(¢) Es gilt fiir alle x € R™

(Aza), > (min )

(d) A ist genau dann symmetrisch positiv definit (SPD), wenn alle Figenwerte
i grofler Null sind.

(e) Alle Hauptdiagonalelemente einer SPD Matrix sind positiv.
Beweis.
(a) Firallei=1,...,n gilt
QDQ™v; = QDe; = \jv; = Av;
und da {v1,...,v,} eine Basis des R" ist, folgt das Resultat.

(b) Man kann leicht zeigen, dass || D[, = maxj;|\]. MMS

Sei nun x € R™ beliebig. Dann gilt

n
1Az[ly = [QDQTzll; = [[DQTz[l, < [|D|QTxlly < max|Ail[j],,

Im Folgenden werden Nulleintrage in Matrizen zu Gunsten der Ubersichtlichkeit weggelassen.
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5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

woraus folgt, dass ||A| < max];|\;|.

Sei i* € {1,...,n} sodass |\

normierten Figenvektor

= max]|y;|. Dann gilt fiir den zugehorigen

A’U'*
HHUZ|2 = [ Avirly = [[Xivie |y = s [[vie |, = miax|Aq]
1* (|2 i

weshalb ||A] > max]" ;|\l
(c) Sei x € R™ beliebig. Dann gilt

(Az,x)y = (QDQTz,z)y = (DQTz,QTx),
> (min A, ) @7l = (min A ) ol

(d) Angenommen, A ist SPD und es existiert ein nicht-positiver Eigenwert A= < 0.

Dann folgt

(Avir, v32)y = Aie|vi |13 < 0,

was einen Widerspruch zur positiven Definitheit von A darstellt. Die Umkehrung

folgt aus (c).

(e) Es gilt 0 < (Aey, ex)y = <(ajk)?:1,ek>2 = akk.

Man kann auch leicht die folgenden Aussagen iiber die inverse A~! symmetrischer

Matrizen beweisen:
Proposition 5.14. Sei A = AT € R™"*",
(a) A ist genau dann invertierbar, wenn fir alle t = 1,...,n gilt: \; # 0.

(b) Die Matriz A=Y, wenn sie existiert, hat Eigenwerte

1 1
IVERRREW
und die selben Eigenvektoren.
1
AN = —
(c) H Hz min?_ |\

(d) A ist genau dann symmetrisch positiv definit, wenn A~ symmetrisch positiv
definit ist.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

5.1.3 Fehleranalyse

Wir betrachten nun das lineare Gleichungssystem (5.1) mit A € R™*™ invertierbar

(oder reguldr) und das gestorte System

Az =b mit A:=A+AA b:=b+Ab und 7:=zx+ Az, (5.17)

d. h. wir nehmen an, dass A und b fehlerbehaftet sind und wollen den Fehler Az in
der Losung in Abhéngigkeit von AA und Ab schitzen. Dazu bezeichne im Folgenden

||I|| eine beliebige Vektornorm, sowie die zugehorige natiirliche Matrixnorm.

( 7

Definition 5.15. Die Zahl
cond(A) := [|AJ|[|A7Y|

heifit Konditionszahl von A (bzgl. der Norm ||-||).

Lemma 5.16. Sei B € R™*"™ mit | B|| < 1. Dann ist die Matriz I — B regular

und es gilt .
H(I_B)_IH < Tw (5.18)

Beweis. Da fiir alle n € N gilt | B™|| < || B||" und || B]| < 1, folgt

< YIBIf =
2 ]

n .
2B
i=0

n .
< Jim 3|5

lim
n—o0

[e.e]
Deshalb konvergiert die sog. Neumannsche Reihe Z B
i=0

Man iiberzeugt sich leicht, dass

(I-BI+B+--+B"Y=(I+B+---+B"YI-B)=1-B""%1,

sodass
> .
(I-B) "= B (5.19)
i=0
womit auch (5.18) folgt. O
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5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

Satz 5.17 (Storungssatz). Die Matrizx A € R™"™ sei requldr und wir nehmen

an, es existiert vy € [0,1) mit

y
lad) < (5.20)

Dann ist die gestorte Matriz A = A+ AA ebenfalls requlir und fiir den relativen
Lésungsfehler gilt

|Az]| _ cond(A) <HAA|| n IIAbH) ‘ (5.21)

el = 1=~ \ Aol

Beweis. Man schreibe (A + AA) = (I + AAA™!) A und setze B := —AAA™!. Es
folgt aus (5.20), dass

1BIl = ||ada| < ja4faT < v <1

Weil A als reguliir vorausgesetzt wurde, folgt die Regularitit von A aus Lemma 5.16.
AuBlerdem gilt

_ _ _ _ 1

|+ a7 =[amta -7 < [a=

Um (5.21) zu zeigen, subtrahieren wir (5.1) von (5.17) und erhalten so
(A+ AA) Az = Ab— AAg.

Deshalb gilt

|zl < [[(a+aa)7 | (1as] + aalz])
-1
_la |||!A!Hw\|( | 2] +\AAH)

1y \JAllel * [4]
 condld) (180 B4
=Ty Ul A

wobei im letzten Schritt die Ungleichung
16l = [ Az|| < [[Allll=|

verwendet wurde. O

Bemerkung. Fir v < 1 gilt ﬁ = 1+ O(y) und der Fehlerverstarkungsfaktor

in (5.21) ist genau die Konditionszahl cond(A). Daraus folgt, dass eine Konditionszahl

cond(A) ~ 10°, s € N, zum Verlust von s Stellen Genauigkeit in HHA:E gﬁH im Bezug auf
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5.1 Storungstheorie (Konditionierung)

die Datenfehler H”A A?\” und % fithrt. Die Konditionszahl cond(A) héngt offenbar

von der gewahlten Matrixnorm ab.

Fiir symmetrische Matrizen gilt nach Proposition 5.13 (b) und 5.14 (c), dass

condy(A) = ||A||2HA‘1H2 _ maxiy [ (5.22)

ming_[A;]°

Beispiel 5.18. Fir die Matrix

1.2968 0.4322 5 0.1441 —0.4322
A:( ) mit A7 = -104< )

0.4322 0.1441 36 —0.4322  1.2968

gilt
|All,, =1.729, ||A7Y| ~2.4014-10%,
oo
also
conduo(A) ~ 4.152 - 10*
und
_ 1 — I

[All, = max|x;| = 1.44085, HA H2 ] — 2000,

also

condy(A) = 2.8817 - 10%.

Die Abschitzung in Satz 5.17 ist im Allgemeinen scharf. Sei A € R™*™ symmetrisch
positiv definit mit A\; < ... < )\, sowie zugehorigen normierten Eigenvektoren
Vi, ...,V Wir wihlen AA =0,b = v, und Ab = ev; fiir € > 0. Dann gilt

1 PR
r = —U un r =X €E—7V1.
£, " PV

Folglich gilt

IAly _ b onlly _ o 18]

lzlly o [lvnlly ol
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

5.2 Gauflsches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

Ein direktes Losungsverfahren fir (reelle) quadratische lineare Gleichungssysteme
der Form (5.1) ist ein Verfahren, das in endlich vielen Schritten (unter Vernach-
lassigung von Rundungsfehlern) die Losung x liefert. Wir beschreiben jetzt das
bekannteste und meist verwendete direkte Losungsverfahren, das Gauf3ische Elimi-

nationsverfahren.
Dazu betrachten wir zunédchst gestaffelt Systeme oder Dreieckssysteme

a1121 + a12T9 + ... + a1pxy, = b1

29T + ...+ aspx, = bo
(5.23)

ApnTyn = by

d.h. aj; = 0 fiir alle j > k, oder in Matrixform hat A eine obere Dreiecksform

(untere Dreieckssysteme kann man dhnlich 16sen). A ist genau dann invertierbar,
wenn a;; # 0, fiir alle j = 1,...,n. Die Losung eines solchen Systems erhélt man

durch sog. Riickwiartseinsetzen:
by, 1 = .
Tp=— und x;=—|b; — Z ajrey |, firj=n-—1,...,1. (5.24)
Ann ajj k=j+1
Betrachten wir die Komplexitét, so bemerken wir zunéchst, dass man fiir das Riick-
wartseinsetzen fiir die j-te Gleichung

n — 7 + 1 Operationen

benotigt. Substituiert man k = n — j + 1 erhélt man gesamt

- . = nn+1) 1,
Zn —j+1= Z k= —5 = 3" + O(n) Operationen. (5.25)
j=1 k=1
Die Losungsidee beim Gauflschen Eliminationsverfahren ist es, das gegebene System
Ax = b schrittweise in ein oberes Dreieckssystem Rx = ¢ umzuformen, welches
dieselbe Losung x besitzt und durch Riickwartseinsetzen gelost werden kann. Dazu

verwendet man die folgenden elementaren Umformungen:
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

(1) Vertauschen zweier Gleichungen (Zeilen);
(2) Addition des Vielfachen einer Gleichung (Zeile) zu einer anderen.

In der praktischen Durchfiihrung des Gaufischen Eliminationsverfahren wendet man

diese Operationen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix

air -+ an1 | b1

apl -+ Gnn | by

an. Wir nehmen im Folgenden an, dass A regular ist. Da Gauflsche Eliminationsver-

fahren ist folgendermafien definiert.

Schritt 1: Setze A® = A b® = b. Verwende nun (1) und (2), um {A(O),b(o)} zu

{A(l), b(l)} umzuformen mit
aﬁ) =0 fiir alle j > 1.

(a) Pivotsuche: Wahle r € {1,...,n} mit afg) # 0 (solch ein Element existiert, da

A sonst singulir wére).

0 0 0
A e ]
Pivotelement — agp aﬁ?} bﬁo)
& |

(b) Vertausche erste und r-te Zeile:

NI e [
Y LY IR IR POl PO
(c) Elimination: Fir j = 2,...,n setze
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

und ziehe von der j-ten Zeile das g;1-fache der r-ten Zeile ab, d. h.

~(0 ~(0 ~(0 7(0 1

A )| Dy )
~(0 ~(0 ~(0 7(0 1 1 1

ol ) | ol
A8 A | A |

wobei fir alle j =2,...,nund k =1,...,n gilt:

L ._ 50 _ 0 ) ~(0) ~(0)
ajy

ayp = Ay = Ay = Gy, — 10y,
B = B0 — 40, 0 o 5O g 5O (5.26)
1 =0 s 45101 " -
Schritt i, fiir i =2,...,n— 1: [AC-D p0-D] ~ [A® O] mit
o) =0 firalle j>i.
(a) Pivotsuche: Wahle r € {1,...,n} mit ai? # 0.
(b) Vertausche i-te und r-te Zeile:

i1 i1 i1 i1
agl : “(12 : agn : bg :
i—1 i—1 i—1
S e [
a0
afé_l) gl | D
aglfl) I el A G
A
i1 i—1 i1

S0 e |

(i-1) 6D | pG-D)

~ Qp; Qrn, 7 _ [A(i_n’g(i—l)} _

A |

N
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

(c¢) Elimination: Fir j =i+ 1,...,n setze

ali=v ali=v
. gt _ i
9ji = ~(i—1) T (i-1)
@ Ay

und ziehe von der j-ten Zeile das g;;-fache der i-ten Zeile ab:

_(i—1 _(i—-1) | 7(i—1
a5 N S
a5
~(i—1)  ~(i—1 ~(i=1) | 3(i—1 ~
az(+1,3 az(‘+1,2'+1 az(‘+1,)n bz(‘+1)
a\GVoalih Al ey
af} afy | oY
() (@) (@) ()
@il1i41 0 @d1 g | bifg
av(li?iJrl a%?n bl
wobei fir £ > j und
c_ . () (1) (9) _ 4 (-1
1 <u: Ay = gy "y bj _bj ,
j=icoag =ag ) =ai, b =5V =pf, ()
. . 7 ~(i—1 ~(i—1 7 7(i—1 7(i—1
Jj>ic a§-k): §k )—qﬁagk ), bg-):b; )—qjibl(- )

Nach n — 1 Schritten hat A=Y obere Dreiecksgestalt und wir setzen
R = A1) und ¢ = b1,
Das Dreieckssystem kann dann wie in (5.24) durch Rickwértseinsetzen gelost wer-

den.

Beispiel 5.19. Wir wollen das Gaufische Eliminationsverfahren anwenden auf das

Gleichungssystem Ax = b mit

0 4 -2 -3

N W N =
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

Es ist also
0 4 -2 -3

1
-2 -6 3 1 |2
3 7 4 -113
13 0 =22

[AO) O] =

Es ist (z.B.) a41 # 0, wir setzen also r = 4. Tauschen der ersten und vierten Zeile

und Elimination in der ersten Spalte fithrt auf

1 3 0 —-2|2\ |-2 | - (=3)
’ 3 7 4 1|3 +
0 4 -2 -3]|1
1 3 0 -2 2
0 —2 4 5 | -3
0 4 -2 3|1
wobei go1 = —2, g31 = 3, q41 = 0. Wir setzen r = 3 und erhalten
1 3 0 -2 2
[/1(1) 5(1)]: 0 -2 4 5 =3[ -2 .
’ 0 0 3 -3|6
0 4 -2 —-3|1 +
1 3 0 =2 2
. 0 -2 4 5 |-3 _ [A(2),b(2)],
0 0 3 —-3]| 6
0 6 7 |—5

wobei g3o = 0, qqo = —2. Im letzten Schritt ist kein Zeilentausch notwendig, d. h.
[A?) 5] = [AP) pP)]. Mit gu3 = 2 erhalten wir dann

1 3 0 2] 2
oy - —9 4 _
A® g o |° N ]
0 0 3 3| 6
0 0 13| -17

Den Ubergang

[AGD p0=D] 0 [AGD pE-D) o 1AG) p0)]
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

kann man mit Hilfe von Matrixmultiplikationen beschreiben:

[ACD 5= = pIACD p0-D] baw. [AD p0] = G;[ACD B0

wobei
i r
1
1
i 0 1
1
P= SN (5.28)
1
T 1 0
1

eine sog. Permutationsmatrix ist (d.h. (7;),; = (), = 1, (B);; = 1Vj #4,r
und () = 0 sonst) und

1
—Qiv1; -

—An 1

eine sog. Frobeniusmatrix ist (d. h. (G;);; = 1, (Gi);; = —¢;i Vj > iund (G;);, =0

sonst). Das Endresultat
[R, C] = Gn—lpn—lGn—Q e G1P1 [A, b] (5.30)

entspricht einem oberen Dreieckssystem Rx = ¢, das dieselbe Losung wie das Aus-

gangssystem Ax = b besitzt.

Wir nehmen zunachst an, dass ag_l) #0firallei=1,...,n—1, d. h. wir kbnnen in
jedem Schritt r = ¢ wahlen und es ist kein Zeilentausch notwendig; es ist somit

P=1 firallei=1,...,n—1.
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5.2 Gaufsches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

Lemma 5.20. Fir alle k=1,...

,n— 1 sei Gy eine Frobeniusmatrixz und sei

0
) 0
Jk+1,k
In,k 0
Dann gilt
(a)
GLG) = fir alle k <1 (5.31)
(b)
Gil=1-Gj (5.32)
Beweis.
(a) Sei k <. Firalled,j=1,...,n gilt

n

(GG = > (G

m=1

= (G1) ik (G

Aber (G);; # 0 nur fir k > [, d.h. fiir alle k < I:

G.G; = 0.

(b) Aus (a) folgt G}.G}. = 0. Deshalb ist

Ghll — G = (I + G — Ch) =T — GGy =

Analog folgt (I — G})Gy, = I und damit G, =T — GY.

Satz 5.21 (LR-Zerlegung ohne Pivotierung). Die Matrizen

1 _
afy Ve afy Y
g1 1
L := . ) und R := :
' ' a% Y
gnl  *° Gnn-—1 1
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

bilden eine sog. LR-Zerlegung der Matriz A, d. h.
A=LR (5.34)

und diese Zerleqgung ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Aus (5.30) folgt
Git---GLR=A

mit den Frobeniusmatrizen, definiert in (5.29). Weiterhin folgt aus Lemma 5.20:

Gl G "R T — G -Gy (-Gl
N e e N A
Der Beweis der Eindeutigkeit ist Ubungsaufgabe. O MMS

Korollar 5.22 (LR-Zerlegung). Im allgemeinen Fall sei
P=P,, - P. (5.35)

Dann existiert eine LR-Zerlegung der Matriz PA, d. h.

PA=LR (5.36)
mit R wie in (5.30) und mit
n—1 _
L=I+) Gj, (5.37)
i=1
wobei
0
-, 0
G;=Py_1--- P
qi+1,i
qn,i 0
Beweis. Folgt aus Satz 5.21. (Wir geben keinen detailierten Beweis.) O MMS
Wie auch in Satz 5.21 enthélt die i-te Spalte von L auch im Falle P # I die Werte
Qi+1,i»- - ->qn,i, im Allgemeinen aber permutiert.
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

Was ist der Vorteil, die LR-Zerlegung (5.36) explizit zu berechnen, anstatt das

Gaufische Eliminationsverfahren auf [A, b] anzuwenden?

Wenn P, L, R bekannt sind, konnen Systeme Ax = b mit beliebigen rechten Seiten b

gelost werden. Denn
Ar=b & PAxr=Pb
<  LRx = Pb.

Setzen wir y := Rx und c := Pb fiihrt das zu folgendem Loésungsverfahren

(i) ¢=Pb (rechte Seite permutieren)
(i) Ly=c (vorwérts einsetzen) (5.38)

(ili) Rr=y (riickwérts einsetzen)

Die Komplexitit dieser Losungsprozedur ist aufgrund von (5.25)

n? + O(n) Operationen . (5.39)
Bemerkung (Praktische Implementierung). Da CL%@U =...= ag?i =0 fir alle [ > 4,
koénnen diese Werte in A® mit Qi+1,is---,(n, Uberschrieben werden. In Teil (b) der

Schritte (i 4+ 1) bis (n — 1) werden diese Eintrége in L dann korrekt permutiert.

Die Matrix P speichert man in der Praxis als Vektor p € {1,...,n}". Zu Beginn

initialisiert man p = (1,...,n)" und setzt im i-ten Schritt p, =i und p; = r.

Beispiel 5.23. Die LR-Zerlegung PA = LR aus Beispiel 5.19

00 01 0 4 -2 -3 1 0 00 1 3 0 -2

001O0f-2 -6 3 1] |3 0 01]0 -2 4 5

0100 3 7 4 -1 |-2 0 10|]l0o 0o 3 -3

1000 1 3 0 -2 0 -2 21 0 0 0 13
P A L R

speichert man in der Praxis als

1 3 0 -2
3 =2 4 5
-2 0 3 =3
0 -2 2 13

wobei die roten Eintrége aus L — I entstehen und die restlichen Eintrige die Eintrage

aus R sind. Die Permutationsmatrix P speichert man als Vektor
p=(4321).

Die LR-Zerlegung ist in Algorithmus 5.1 zusammengefasst.
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

Algorithmus 5.1 (LR-Zerlegung).

function LR(A) > Eingabe: A € R™*" (wird iiberschrieben)
> Ausgabe: L, R € R™*" (gespeichert in A) und
>p € {l,...,n}" (Permutationsvektor)
p=(1,...,n) > Initialisieren des Permutationsvektors
fori=1,...,n—1do
r=1

for j=i+1,...,ndo
if |aj;| > |ar;| then

r=3j > Pivotsuche: Spaltenpivotisierung
end if
end for
if r > i then
for k=1,....,ndo
t = air; Qi = Qg Qg =t > Zeilenvertauschen
end for
t=pi; pi =pr; pr =t
end if
for j=i+1,...,ndo
aji = aji/a > Berechnung des Eintrags ¢;; in L
for k=i+1,....,ndo
ajk = Qjk — ik > Eliminationsschritt
end for
end for

end for
end function

Lemma 5.24. Die zur LR-Zerlegung einer Matriz A € R™ ™ erforderliche

Anzahl arithmetischer Operationen ist

§n3 +O0(n?). (5.40)

Beweis. Im i-ten Schritt ben6tigt man

n—1 Divisionen zur Berechnung von gi414,...,qn,
(n—4)* Multiplikationen
Eliminationsschritt
n—1 ubtraktionen
(n—i)®> Subtrakti

Damit ergibt sich eine Gesamtzahl von:

n—1 n—1 n
S 2n—i)?+(n—i)=23 K+ k
i=1 k=1 k=1

~_(n—=1)n@2n-1) (n—1)n 2
= 3 + = gn?’ +0O(n?). -
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

Bemerkung 5.25. In der Praxis wird die LR-Zerlegung einer Matrix in der sog.
Blockform durchgefiihrt, weil dadurch der Arbeitsspeicher am Computer besser
genutzt wird (vgl. [Gv96, Kapitel 3.4.7]).

Definition 5.26. Eine Matrix A € R™ ", fir die gilt:
dn<n: a;=0 Cfirallel|i—j >m

nennt man eine Bandmatrix mit Bandbreite 2m + 1, d. h. nur die Hauptdia-
gonalelemente und 2m Nebendiagonalen der Matrix enthalten Nichtnulleintrage
und A hat die Form

1 m+1
1 * *
m—+1 * * ES
I\ Y,

Kann die LR-Zerlegung einer Bandmatrix ohne Zeilenvertauschung durchgefiihrt

werden, so gilt fiir die Eintrdge L und R
lij =0 und Tji :0,

falls i — j > m. Die erforderliche Anzahl arithmetischer Operationen reduziert sich
auf

%nm2 + O(nm). (5.41)

5.2.1 Stabilitatsanalyse der Gauf3-Elimination

Sei rd : R — F die Rundungsoperation ins Fliefigitter F und eps die relative

Maschinengenauigkeit in eps, definiert wie in Kapitel 2.3.
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

e N
Definition 5.27. Eine Algorithmus f' = go(") 0---0 <p(1) zur Losung einer
numerischen Aufgabe y = f(x) heifit riickwértsstabil, wenn zu jeder Eingabe

x eine modifizierte Eingabe Z existiert, mit

und
|z —Z| < Clz —rd(z)|.

Stabilitdt und Rickwdrtsstabilitat konnen folgendermaflen interpretiert werden:

e Stabilitéit: Die in jedem Schritt eines Algorithmus auftretenden Rundungsfehler
akkumulieren sich zu einem Fehler in der Losung der den Rundungsfehler nicht

tibersteigt (Konditionierung).

o Riickwértsstabilitiat: Der Algorithmus 16st das gestellte Problem, aber fiir eine
leicht gestorte Eingabe (von der Ordnung des Rundungsfehlers); die Konstante
C héngt von der Konditionszahl ab.

Bemerkung 5.28. Man kann zeigen, dass Riickwartsstabilitdt Stabilitdat impliziert.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beispiel 5.29. Es sei f(z1,22) = 1 + 22 und ¢g(z) = 1 + z. In Kapitel 2.1 haben
wir gesehen, dass die Addition stabil ist, d.h. f'(z1,22) =21 @ a2 und ¢'(x) =1 x
sind stabil.

o f’ist auch riickwirtsstabil:

x1®xe = (x1+x2)(1+e€)=x1(1+€)+a2(l+¢),
—_— Y—
=7 =:T9

und

|z — &i| = |zille] < |zileps.
e ¢ ist jedoch nicht riickwirtsstabil:

lor=>04z)1+e) =142(1+Q+2 e

=z

und fiir eps < |z| < 1/2

_ 14271 3
— 7l = 1 1 = |7 < T
o= 3 = o1 + 27l = 21| o 3 | < gpaplleps
<3/2|z|71

d.h. fiir |z] < 1 wird der relative Fehler in Z beliebig gro8.
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

Lemma 5.30. Das Skalarprodukt f(x,z) = x7z fir x,z € R™ ist rickwdrtsstabil
(bzgl. Rundungsfehler), d. h. es existiert ein Az € R"™, sodass fiir den Algorithmus

i z,2) =210 @...0 5,0 2,

gilt

f(z,2) =(z+Az)"z  und 7

< neps + O(eps?).

Beweis. Per Induktion iiber n. Fur n = 1 ist

fil,2) =21 021 =mz21(1+e1) = (w1 + 1+ €1)21 = filz + Azy, 2)
——

=Ax1
und
|Azy| < |€||z1| < eps|zi| + Creps?® mit C) :=0.
Es gelte nun die Induktionsvoraussetzung fiir n—1 und es seien = := (z1, ..., 2p—1)7T, Z ==
(#1,...,2n-1)T € R""1. Dann existiert nach Induktionsannahme ein Az € R"~! mit
foo1(@,2) = (T + AD)TZ = fro1 (T + AT)T, 2)
und

|AZ;| < (n — 1)eps|z;| + C,_1eps?.
Deshalb ist

fi(2,2) = (@F+AD)TZ® 2, O 29
T+ AD)Z4 2 201+ €2,)) (1 + €2041)
AZ

€2nTn

= (
= (

= <$+€2n+1x+(1+62n+1) < >>Tzzfn(33+A$7z)

=Ax

und fiir alle ¢ < n gilt aufgrund der Induktionsannahme, dass

|Az;| < leant1]|xi| + |1 + €ant1]|AZ;] < (eps + (14 eps)((n — 1)eps + Cn,lep32)> ||

= (neps + ((n = 1) + (1 + eps)Cy1) eps? ) ||
=:Chp

AuBlerdem ist
|Azy| = le2nt1 + (1 + €2n41)€an||zn| < (2eps + eps2)|xn| < (neps + Cneps2)|$n| )

Man kann leicht nachrechnen, dass C,, = ?:_11 j+ O(eps) = @ + O(eps) und
C,, ist beschrankt fiir eps — 0, unabhéngig von eps. O
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

Der Verstarkungsfaktor n ist der schlechteste Fall und sehr pessimistisch, weil Vorzei-
chenwechsel in den Rundungsfehlern nicht beriicksichtigt werden. Die Rundungsfehler
heben sich im Durchschnitt grofitenteils auf! Besser wére eine statistische Betrachtung.

Auf dhnliche Weise kann man folgendes Resultat induktiv beweisen:

Satz 5.31. Seien L,R € F™ " die numerisch berechnete LR-Zerlegung von
A € R™". Sei weiter § € F™ die numerische Lésung von ny = Pb und z € F"

die numerische Losung von Rz = 9. Dann gilt

(A+E)i=b
mit n
|ei| < neps (3!%! +5 Z‘(PTL)ik ij\) + O(eps?). (5.42)
k=1
Beweis. Siche [Gv96, Kapitel 3.3]. O

Wie auch in Lemma 5.30 ist der Verstarkungsfaktor n pessimistisch. Fiir moderates
n ist der erste Term in (5.42) aber wieder gutartig. Der zweite Term dagegen kann

problematisch werden, da L Eintréage der Form

agii_ 2

(i-1)

enthélt (und ag_l) beliebig klein werden kann).

Die GauB-Elimination (und somit die LR-Zerlegung) ist in dieser Form nicht riick-

wartsstabil (und daher auch nicht vorwértsstabil).

A:Ele*:Ol
1 0 1 —e

mit 0 < € < 1 und condso(A) = (1+¢€)? ~ 1, also gut konditioniert. Die ezakte

Beispiel 5.32. Es sei

LR-Zerlegung ist gegeben durch

und somit
Il = 1Ll =€ " +1>1
IRl = |[Rll o =€ '>1
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

und fiir ¢ = j = 2 gilt fur den zweiten Term in (5.42) (ohne Pivotisierung)

2
53 |lokllfke] = 107! > 1,
k=1

sodass die Schranke in (5.42) beliebig grofl werden kann.

Lemma 5.33. Wahit man bei der Gauf-Elimination den Index r im i-ten Schritt
so wie in Algorithmus 5.1, d. h. man fihrt eine Spaltenpivotisierung durch,
sodass fiir allei < j <n

| > o], (5.43)
dann gilt
iij <1 wund deshalb ”IA/H <n.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Beispiel 5.34. Das GauB-Verfahren (ohne Pivotisierung) fiir das lineare Gleichungs-

7))

fiihrt in exakter Arithmetik auf

—-107° 1 1\ 1
0 142x10°) \zp) \2x10°

mit Losung z = (0.4999975, 0.999995)T ~ (—3, 1)". In F(10,4,1) ergibt sich zwar

ebenfalls Z21 = 2 x 10°, das dadurch entstehende System ist aber

—0.1x10°* 1 x 1
0 0.2 x10%) \zy/ \0.2x10%) "

Nur der Eintrag 799 ist (als einziger) leicht fehlerbehaftet. Als Ergebnis erhélt man

(1)

=< hetrigt also 50%, obwohl die Matrix sehr gut konditioniert

]l oo

system

die vollig inakzeptable Losung

llz—2|

der relative Fehler

ist.
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5.2 Gaufsches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

Wir fithren nun die Riickwértsanalyse durch: Tatséchlich ist & die exakte Losung des

7 )E)-6)

0 0
E= ( ) mit | B = 1!
0 -1

Spaltenpivotisierung fiithrt in F(10,4, 1) in diesem Fall auf das System

G-

wo wieder nur der Eintrag 7a2 leicht gestort ist (exakt: roo = 1.000005). Das fiihrt

gestorten Problems

d.h.

auf die vollig akzeptable Ndherungslosung

().

Mit Spaltenpivotisierung kann man folgende Abschétzung aus Satz 5.31 und Lem-
ma 5.33 ableiten:

Satz 5.35. Die Matriz A € R™" sei requldr und das Gleichungssystem Ax = b
werde mit Gauf-Elimination mit Spaltenpivotisierung gelost. Die numerische

Losung & lost das gestorte Problem

(A+E)z =0
und s
HAHOO < Cpn’eps + O(eps?), (5.45)
wobei
max; ; A(i))
1,9,k | Ak
pi= —— i
1A=l

der sog. Wachstumsfaktor ist.

Beweis. Siehe [Wil61] und [Gv96]. O

Bemerkung. Man kann Matrizen konstruieren fiir die p = 27~! (Wilkinson-Matrix).
In der Praxis gilt jedoch iiblicherweise p &~ 10 und so kann die Gauf-Elimination mit

Spaltenpivotisierung als stabil angesehen werden.
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5.2 Gaufisches Eliminationsverfahren — LR Zerlegung

Korollar 5.36. Unter den Voraussetzungen von Satz 5.35 und unter der Bedingung
1B AT < v <1 gilt:

Beweis. Folgt direkt aus Satz 5.17 (Stérungssatz) und Satz 5.35. O

Bemerkung 5.37. Achtung! Der positive Effekt der Spaltenpivotisierung ist nur ge-

sichert, wenn die (betragsméfigen) Zeilensummen in etwa gleich grof sind. Das

—4 4x10°\ (1) (4 x10°
2 1 z2) \ 0

ist Aquivalent zu (5.44) in Beispiel 5.34. Da das betragsgrofite Element in der ersten

Gleichungssystem

Spalte aq; ist, fithrt GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung in F(10,4, 1) wieder

auf die inakzeptable Ndherungslosung 2 = (0, 1)T.

Um das zu verhindern fithrt man daher vor der Rechnung eine sog. Aquilibrierung

durch, d.h. man multipliziert mit der Diagonalmatrix D

-1
dii = (Z|au|) :
j=1

Ar=b ~ DAx = Db,

die alle Zeilensummen auf 1 normiert. Eine verbesserte Stabilisierung im Fall stark
unterschiedlicher Gréflenordnungen der Matrixeintrége liefert die totale Pivotisie-
rung, bei der man in jedem Schritt der GauB-Elimination sowohl Zeilen- als auch

Spaltenvertauschung zulésst und die Bedingung (5.43) durch

i)
a”"S

> ’agj)‘ firi <k,j<n
ersetzt.

5.2.2 Weitere Anwendungen der Gauf3-Elimination

Determinantenberechnung. Fiir quadratische Matrizen A,b € R™*" gilt
det(AB) = det(A) det(B) .
Sei K < n die Anzahl der Zeilenvertauschungen. Dann gilt

det(P) = det(P~1) = (-1)¥
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5.3 Die Cholesky-Zerlegung fiir symmetrisch positiv definite Matrizen

und
_ -1 _ 1K
det(A) =det(P™"LR) = (—1)" det(L) de;cR
=:1 =: =1 Tjj
bzw. .
det(A) = (-1)"* T ;- (5.46)
j=1

Inversenberechnung. Um die Inverse einer Matrix A zu berechnen, gehe man

wie folgt vor:
(i) Berechnung der LR-Zerlegung von PA.

(ii) Losung der gestaffelten Systeme
Ly® = Pe® | Re® =y firi=1,....n

mit den kartesischen Basisvektoren e des R™.

(iii) Die Inverse ist dann gegeben durch

. (x(l) L) ;,;<">) .

Wie in Bemerkung 5.25 16st man die gestaffelten Matrixsysteme in Schritt (ii) in der
Praxis in Blockform: Finde X,Y € R"*" sodass

LY =P und RX=Y.

Es gilt dann: A~ = X

5.3 Die Cholesky-Zerlegung fiir symmetrisch positiv

definite Matrizen

Wir erinnern zunéchst daran, dass fir eine symmetrisch positiv definite (SPD) Matrix
A= AT € R™*" gilt
(Az,x)5 >0 Vx € R™\ {0}.

Satz 5.38. Fiir symmetrisch positiv definite Matrizen A € R™" ist die Gaufs-

Elimination ohne Zeilenvertauschungen durchfithrbar und alle auftretenden Pi-
(i—-1)

votelemente ri; = a;; sind positiv.
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5.3 Die Cholesky-Zerlegung fiir symmetrisch positiv definite Matrizen

Beweis. Aus Proposition 5.13 (e) folgt, dass aj; > 0. Sei nun

: A
0

die im ersten Eliminationsschritt erzeugt Matrix mit Untermatrix
1 —1)x(n—1
A( ) = (a]k)],k‘:277n G R(n )X(n ) .

Wegen A = AT gilt fir alle j,k =2,...,n, dass

(1) aj1 Akl 1)

ay, = ai, a1k = Qk; al; = a;.; . (5.47)
k J J J k
J ail ail J

Sei nun 7 = (x,...,7,)" € R*1\ {0} beliebig und z = (x1,%7)T € R", sodass

Dann ist

ai1 0 fir j=1
j

E QT = E AjkTE — a E AT =
k=1 k=2 =

Iy ajk Xy sonst,

woraus folgt

(Ax, x), Z LTy = Z zja Jk A( ):Tc,i>2.
7,k=1 jk=2

Daraus folgt, zusammen mit (5.47), dass A() symmetrisch positiv definit ist. Das
Resultat folgt deshalb per Induktion. O

Mit D = diag(R) gilt A = LD(D~'R) und wegen der Symmetrie muss D'R = LT
sein, d. h.
A=LDLT.

Da d;; = ri; = agffl) > 0 ist die Diagonalmatrix D"/ mit

(D) =df

wohldefiniert und es gilt

A=LLT mit L:=LD7.

Diese spezielle Form der Zerlegung fiir SPD Matrizen heiffit Cholesky-Zerlegung

und kann (aufgrund der Symmetrie) in n®+O(n?) Operationen berechnet werden.
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5.4 Nicht-reguldre Systeme

5.4 Nicht-regulire Systeme

Es sei nun das Gleichungssystem
Ax =10 (5.48)

mit (nicht notwendig quadratischer) Matrix A € R™*™ und Vektor b € R™ gegeben
mit rang(A) beliebig. Wir wiederholen zunéchst einige Definitionen und Eigenschaften

aus der linearen Algebra:

( )

Definition 5.39 (Wiederholung). Es sei A € R™*™ beliebig gegeben.
(a) Das Bild von A ist die Menge im(A) := {y € R™ : 3z € R"” mit y = Azx}.
(b) Der Kern von A ist die Menge ker(A4) := {x € R™ : Az = 0}.

(c) Der Rang von A ist definiert als rang(A) = dim(im(A)). Man kann zeigen,
dass auch rang(A) = rang(AT) = dim(im(AT)).

(d) Es gilt im(A)L ker(AT), d.h. fiir alle y € im(A), z € ker(AT) gilt
<y7 Z>2 =0.

(e) Aus (c) und (d) folgt der Rangsatz:

dim(im(A)) + dim(ker(AT)) = m
dim(ker(A)) + dim(im(AT)) = n.

Satz 5.40 (,Least-Squares® Losung). Es existiert ein T € R™, die sog. Least-

Squares Losung von (5.48), sodass
|AZ — b||y = min | Az —b||,. (5.49)
zER™
Das ist d@quivalent dazu, dass T die Losung der sog. Normalengleichung
ATAT = A™b (5.50)

ist. Falls rang(A) = n, so ist T eindeutig. Andernfalls hat jede weitere Losung
die Form
T+z mitz€ker(A).
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5.4 Nicht-reguldre Systeme

Beweis.

(i)

Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von (5.49) und (5.50). Sei dazu T eine Losung
von (5.50) und z € R™ beliebig. Wir definieren ®(z) := || Az — b||3. Dann gilt

®(z) = (AT — b) + A(z - 7)I3
=0(@) +2 (AT, Alx 7)), + |Ale-2)[; > 0(@).

=(ATAz — AT,z — ), 20

=0

Umgekehrt gilt fiir eine Minimallosung Z von (5.49) notwendigerweise
Vo&(z)=0. (5.51)

Aber

n n 2
aif’@) = 81 (Z (Z ajp - bj) )

sodass (5.51) dquivalent zu (5.50) ist.

Wir untersuchen nun die Losbarkeit von (5.50). Aus der Wiederholung 5.39 (d)

und (e) folgt, dass b sich eindeutig schreiben lasst als
b=s+r (5.52)
wobei s € im(A) und r € ker(AT). D. h. es existiert ein 7 € R™ mit A7 = s und
ATAz = ATs = ATs —i—él?; = ATb,
=0

d.h. 7 16st (5.50). Sei nun z; eine weitere Losung von (5.50). Dann gilt
wegen (5.52)
b= A.%'l +(b—AZE‘1) =S+,
~ ——
elm(A) Eker(AT)
also gilt notwendigerweise Az; = AZ und somit x;—7Z € ker(A). Falls rang(A) =
n, dann folgt ker(A) = {0} und z; = 7.

Fir z € R" gilt

ZTATAz = (Az)T (Az) = ||Az|5 > 0. (5.53)
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5.4 Nicht-reguldre Systeme

Falls rang(A) = n impliziert ||Az|, =0 = x =0 und ATA ist symmetrisch positiv
definit. Man kénnte die Normalengleichung (5.50) also iiber die Cholesky-Zerlegung
l6sen. Dieses Problem ist im Allgemeinen aber sehr schlecht konditioniert; im Fall
m = n gilt bspw.

condy(ATA) = conds (A)?.

Stattdessen betrachten wir eine Methode, die die Cholesky-Zerlegung
ATA=LTL

zur Verfiigung stellt, jedoch ohne AT A explizit aufzustellen.

5.4.1 QR-Zerlegung — Das Householder-Verfahren

( N

Definition 5.41 (Householdertransformation). Sei 0 # v € R™ gegeben. Dann
heiBft die Matrix

2
H,=1—- —vvT e R™*™
vTv

Householdermatrix oder Householdertransformation, wobei vwT das du-
Bere (oder dyadische) Produkt der Vektoren v und w € R™ (also eine Matrix
vom Rang 1) ist, d. h.

U1 viwy v V1W;m
T |. =
vw' = | (wl wm) =

Um UpWi - UnpWnm

Lemma 5.42. Die Householdermatriz H, hat die folgenden FEigenschaften:

(i) H, ist orthogonal, d. h. HY = H; ' = H,.

T
(ii) Fir alle x € R™ gilt Hyx = © — 2fv, wobei f = UT—x
vTw

(iii) Fir x = av gilt Hyx = —x.

(iv) Aus (z,v), =0 folgt Hyx = x.

(v) Als Operator von R™ — R™ bewirkt H, eine Reflexion an der Ebene mit

Normale v.
Beweis. (i) — (iv) folgen durch einfaches Nachrechnen . MMS
(v) Fiir alle z € R™ existiert ein a € R und - € R™ mit (z+,v), = 0, sodass
r = av + . Dann folgt aus (iii) und (iv): H,z = —av + z+. O
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5.4 Nicht-reguldre Systeme

Im Speziellen gilt: Sei 0 # z € R™ und v = z =+ ||z||ye;. Dann ist H,z = F||z||4e;, d. h.
Householdermatrizen H, konnen wie Frobeniusmatrizen G} benutzt werden, um eine
Matrix A € R™*™ mit m > n und rang(A) = n auf Dreiecksgestalt zu bekommen,

was auf das sog. Householder-Verfahren fiihrt:

Sei A € R™*™ mit m > n und rang(A) = n.

Schritt 1: Seien aj die Spaltenvektoren der Matrix A.

(a) Wahle v := a1 + sgn(ai1)||a1|,e1 € R™, wobei

() 1 ,furz >0,
sgn(x) =
-1 ,firz<0.

(b) Setze A1) = H, A mit Spaltenvektoren

1 1 ag,V1)2
o = —sgn(an)arllper, ol = aj — 2836002
orl

)

fir k=2,...,n.

Schritt i: Nach ¢ — 1 Schritten haben wir

* * *
AGD = R
Ali-1)
wobei
A1) — (dgz—l) égq)) c R(mfi+l)><(n7i+1)’
mit a0 = () - i) € R
(a) Wihle
0 0 i— (i—
v; = ( . ) = ( 2-1) > +sgn(a§i 1)) az(- Dle;.

(b) Setze AW = H,, A=Y, Wegen (v;); = 0 fiir j < 4 bleiben die ersten i — 1 Zeilen

und Spalten von AU~ unverindert. Es gilt dann

() (i—=1)

ak: :ak s furk:L,z—l,

o = (af V. el —sgn(al ) [al |0, 0)T
_(i-1) -

, . a, v .

a/l(cl): I(; 1>_2Mvi, firk=4i+1,...,n.

)
12l
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5.4 Nicht-reguldre Systeme

Nach n Schritten gilt

1 0 Tin

0 . :
Hy, - Hy, A= A(n_l) = R= . Ton | € Rmxn?
——
::QTGRme 0 * O

d. h. die letzten m — n Zeilen von R sind Nullzeilen.

Als Produkt orthogonaler Matrizen ist QT selbst auch orthogonal, sodass gilt
A=QR.

Das Householder-Verfahren liefert einen konstruktiven Beweis des folgenden Satzes:

Satz 5.43 (QR-Zerlegung). Zu jeder Matriz A € R"™ ™ mit m > n und
rang(A) = n existiert eine orthogonale Matrix @ € R™*™ wund eine obere

Dreiecksmatriz R € R™*"™ mit ry; # 0, sodass
A=QR.

Die ersten n Spalten von Q bilden eine Orthonormalbasis von im(A).

Bemerkung 5.44. (i) In der Praxis wird @ nicht explizit aufgestellt, sondern man

speichert vy, ..., v,.

(ii) Fiir m = n reichen n—1 Schritte und die QR-Zerlegung benétigt den doppelten
Aufwand der LR-Zerlegung, namlich

4
gn?’ + O(n?) Operationen.

Die QR-Zerlegung ist in Algorithmus 5.2 zusammengefasst.
Frage: Wir kann man nun die QR-Zerlegung verwenden um (5.48) zu l6sen?

(a) Fall m > n (iiberbestimmt oder quadratisch) und rang(A) = n. Es gilt

ATA=(QR)'QR = R'Q"QR = R'R.

Also ist
ATAT=A"0 & RTRZz = R™Q"b. (5.54)
Wir setzen .
R|n -
R= M ud Q=1[Q Q|m. (5.55)
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5.4 Nicht-reguldre Systeme

Algorithmus 5.2 (QR-Zerlegung).

function QR(A4, V) > Eingabe: A € R™*™ mit m > n (wird iiberschrieben)
> Ausgabe: V € R™*" R € R™*" (gespeichert in A), sodass mit
> v = k-te Spalte von V gilt A = H,, H,, ... H,,R =: QR

v =10 > Initialisieren der kten Spalte von V
fork=1,...,ndo

> Berechnung der k-ten Householder-Matrix
o= Zi:k,...,m ’aik’2
Vkk = agk + sgn(agk)v/a
B = |vk|?
fori=k+1,...,mdo
Vik = Qik
B =B+ vl

end for
> Multiplikation der k-ten Householdermatrix mit A=1)

apr = —sgn(agk)v/o

fori=k+1,...,mdo
Al = 0

end for

for j=k+1,...,ndo
V= imkym VikGij

fori=k,...,m do
QAjj = Q35 — YVik
end for
end for
end for

end function

Dann ist R € R™ " regulir und (5.54) ist dquivalent zu
R'RT=R'Q" < Rz =QTb
und wir erhalten als Losungsverfahren

(i) ¢=QTb (n Householdertransformationen)

(iil) RT =c¢ (rickwéirts einsetzen)

Falls m = n, dann folgt aus rang(A) = n, dass
ATAT =ATb & Az =10

und die Least-Squares-Losung T ist die ,normale“ Losung x des Systems (5.49) und

R=R, Q=0Q.
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5.4 Nicht-reguldre Systeme

(b) Fall m < n (unterbestimmt) und rang(A) = m. Nach Satz 5.43 existiert eine
QR-Zerlegung AT = QR und

ATAT = ATh & QRR'Q'Z = QRb <& RRTQ'Z = Rb.

Wegen (5.55) enthélt dieses Gleichungssystem nur m < n Gleichungen zur Bestim-

mung von Z € R”. Aufgrund der Regularitit von R € R™*™ folgt
ATAT=ATb < RTQ'z =10

mit Q € R"*™. Wir erhalten hier als Losungsverfahren:

(i) Finde j e R™: RTj=0b (vorwirts einsetzen)

(ii) Berechne Z= Q7 (n Householdertransformationen)
Bemerkung 5.45. Sei y- € R"™™ beliebig und sei z = Q*y*. Dann gilt
QT

RTQT(f_‘_Z) = {RT 0} [Q*T

(T+2) = [RT 0} [y] =RTj=b.

Also ist T + z auch eine Losung von (5.50), aber

y

1+ 2l = Q7@ + 2)]l, = H J

~ 1
=l + ]
2

und deshalb ist T die Losung von (5.50) mit minimaler Norm ||Z||,.

Fiir Systeme mit maximalem rang(A) = min(m, n) gibt es also immer eine eindeutig
bestimmte Least-Squares-Losung 7, fiir die ||Z||, minimal ist und die mittels QR-

Zerlegung berechnet werden kann.

(c) Fall rang(A) < min(m,n) (rangdefizitédr). Auch hier gibt es immer noch eine
eindeutig bestimmte Least-Squares-Losung Z mit minimaler Norm ||z||,, die sog.
Minimallésung. Diese hingt allerdings nicht mehr stetig von der Problemstellung
ab. Kleine Stérungen in A und b fithren zu beliebig groBen Fehlern in . Man nennt
so ein Problem ein schlecht gestelltes Problem. Stabilitdtsprobleme treten jedoch

bereits auf, wenn A nur fast rangdefizitar (oder schlecht konditioniert) ist.

5.4.2 Die Singularwertzerlegung (SVD)

Die derzeit zuverldssigste Technik zur Behandlung (nahezu) rangdefizitarer linea-
re Gleichungssysteme ist die Singuldrwertzerlegung oder SVD (engl.: Singular
Value Decomposition). Trotz ihrer praktischen Relevanz gehen wir nur kurz darauf

ein. Den folgenden Satz geben wir ohne Beweis (siehe z.B. [Ranl7, Satz 4.11]).
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5.4 Nicht-reguldre Systeme

Satz 5.46 (Singuldrwertzerlegung). Sei A € R™*™. Dann ezistieren orthogonale
Matrizen U € R™*™ ynd V € R™*"™, sodass

UTAV =¥ := diag(oy,...,0p) € R™" (5.56)

mit p = min(m,n) und o1 > 09 > ... > 0, > 0.

Je nachdem, ob m < n oder m > n ist, hat X die Gestalt

o1 0

Die Eintrige o; von ¥ heiflen Singularwerte. Die zugehorigen Spalten u; und v; von
U und V heiBen (linke bzw. rechte) Singulédrvektoren. Aus (5.56) folgt unmittelbar
firi=1,...,p:

Av; = oyu; und  ATu; = o0,

woraus folgt

ATAv; = a?vi und AATy; = U?ui,

d.h. die Singuldrwerte sind gerade die (positiven) Wurzeln der (von 0 verschiedenen)

Eigenwerte von ATA und AAT. Daraus folgt auch
JAl, = o1 (5.57)

Falls ein r < p existiert, sodass 0,41 = ... = 0, = 0, dann ist
o rang(A) =r < min(m,n) (rangdefizitir),
o ker(A) =span{v,41,...,0n},
o im(A) = spanf{ui,...,u,}.

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung lassen sich solche rangdefizitdren Probleme jetzt

elegant 16sen. Sei 0. B.d. A. wieder m > n und rang(A) =r < n.

Satz 5.47 (Minimallosung). Es sei A = UXVT die Singulirwertzerleqgung der
Matriz A € R™™ mit m > n und rang(A) = r. Dann ist

"ol
T=Ab vb,

(5.58)

1
|'M
S
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mit

1 1
Al :=vSiUT und X7 := diag (oo) e R™™  (5.59)

01 Or

die eindeutig bestimmte Lésung der Normalengleichung (5.50) mit minimaler

euklidischer Norm. Fiir das Residuum gilt:

1=r+1

m 2
AT — b]l, = ( U b>2) .

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Die Matrix A' heifit Pseudo-Inverse (oder auch Moore-Penrose-Inverse) von A.
Aus Stabilititsgriinden sollte man bei der Definition von AT allerdings den sog.
numerischen Rang rpum anstelle von r wéahlen. Man bezeichnet die Matrix als

numerisch rangdefizitdar, wenn rp,, < p existiert, sodass
O—Tnum Z ||A”2eps = Uleps Z O—Tnum+l'
Wenn ryym = p (nicht defizitar), gilt:

(ATA)TAT  falls m > n,
At ={ 41 falls m = n,
AT(AATY ™ falls m < n.

Die Singularwertzerlegung ist aber sehr aufwendig, die Anzahl der benétigten Opera-
tion ist
1203 + O(n?).

Sie wird nur angewandt, wo der hohe Aufwand aus Stabilitdtsgriinden nétig ist.

5.4.3 Anwendung: Gaufische Ausgleichsrechnung

Wir betrachten folgende Problemstellung: Gegeben seien
(i) n Funktionen wui,...,u, : R = R,
(ii) m > n Datenpunkte (x;,9;) € R%,i=1,...,m.

Gesucht sind n Koeflizienten c1, ..., c,, sodass

m n
(u(a;) — y;)* — min mit  u(z) = Z crug(x),
i=1 k=1
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d. h. wir suchen ein ,Modell“ u(x) fiir die Abhéngigkeit der Grofle y vom Parameter
x mit Ansatzraum {ui,...,u,}. Im Rahmen der linearen Algebra konnen wir das

Problem folgendermaflen formulieren:

a Y1
c=|:|,y=| |, AeR™" mit a;; = u;(z;).

Cn Ym
Dann gilt:
2
m m n
2 2
(u(z:) —yi)* =D (Z zjuj(zi) — yz) = [[Ac—yl5.
i=1 =1 \j=1

Die optimale (Least-Squares-) Losung ¢ kann also (laut Satz 5.40) iiber die Norma-
lengleichung
ATAe = ATy

berechnet werden. Gilt rang(A) = n so ist ¢ eindeutig.

Fiir den Spezialfall uy(z) = x*~', d.h. Polynomapprozimation (vgl. Kapitel 3.6
und 4.5) gilt

1 = !
A= |+ =+ - : (Vandermonde-Matrix)
1z, xn-t

und rang(A) = n (Lemma 4.25). Das heifit, ¢ und @(z) = >.7_; ¢zz*~! sind eindeutig
bestimmt (fiir ein Beispiel, siehe Ubungsblatt).
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6 Iterative Verfahren

In diesem Kapitel betrachten wir iterative Naherungsverfahren fiir Systeme

nichtlinearer (oder auch linearer) algebraischer Gleichungen:
Finde z* e R": f(z*) =0. (6.1)

Die Losung x* ist, wenn sie existiert, im Allgemeinen nicht eindeutig.

Wir beschranken uns auf den Fall f : R® — R"”, d.h.

fi(zy, ..., zp)
f(z) = :

fa(x1, .o xn)

6.1 Kontraktion — Der Banachsche Fixpunktsatz

Ausser im linearen Fall ist man dabei im der Regel auf iterative Ndherungsverfah-
ren angewiesen, d.h. ausgehend von einem Startwert zy berechnet man weitere

Néherungswerte x1, x2, ... fiir £* mit Hilfe einer Iterationsfunktion
$:R" - R",

indem man
Tit+1 = ‘I’(.%'Z'), 1= 0,1,2,... (6.2)

setzt. Wenn z* ein Fixpunkt von & ist, d. h.
O(z*) =", (6.3)

und @ in einer Umgebung U von z* eine sog. Kontraktion ist, dann gilt fiir alle
xg € U, dass
x; — ¥,

Um diese Aussage zu prézisieren, benotigen wir einige Begriffe. Im Folgenden bezeich-

ne ||-|| eine beliebige Vektornorm im R™ sowie die zugehdérige natiirliche Matrixnorm.
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( )

Definition 6.1. Sei () # U C R" eine abgeschlossene Menge. Eine Abbildung
g : U — R" heifit Lipschitz-stetig, wenn es ein L > 0 gibt, sodass fiir alle
z,y €U

lg(z) =gl < Lllz -yl (6.4)

Ist die sog. Lipschitz-Konstante L < 1, so nennt man g eine Kontraktion auf

U.

Satz 6.2 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei £g € R" und sei
B, (%) :={x € R" | ||z —Zo|| <7},

d. h. der Ball mit Mittelpunkt To und Radius r. Es gelte

(i) @ : Br(Zo) — Br(%0)

(ii) @ ist eine Kontraktion auf B,(Zg), d.h. es gebe q € (0,1), sodass fiir

T,y € Br(To) gelte: [|®(z) — 2(y)|| < qllz -yl -

Dann gilt fir jedes xo € By(Zo), dass

a) die Fixpunktiteration xpi1 = ®(xp) zu einem x* € B, (Zy) konvergiert,
die Fi ktiterati n P ; *€e B k t

und dass

(b) x* der eindeutige Fixpunkt von ® in B,(Zg) ist.

Beweis. Sei xg € B, (%) beliebig. Aus Bedingung (i) folgt xx € B,.(&o) fiir alle
k € N und

|Zr1 — oxl| = || @(zr) — P(wp—1)]|
< q|lzg — zp—1]|

< ¢*||x1 — zol| -
Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus fiir &£ > £ > 0:

ek — xll < llon + 2l + -+ [lzesr — 2]

< (¢ +d 40 [l — o

< 1_q|!f01—$0\|~

Die rechte Seite konvergiert fiir £ — oo gegen 0, sodass (xj),~, eine Cauchyfolge

im abgeschlossenen Ball B,.(Z9) C R™ ist, woraus folgt, dass der Limes x* € B, (%)

existiert.
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6.1 Kontraktion — Der Banachsche Fixpunktsatz

AuBlerdem folgt aus (ii), dass

o — @) < |

o *k—i-lH + H(I)(xk) )

<|

x* — xk+1H + q‘

x*—:UkH—>O (k — 00),

und deshalb ®(z*) = z*, d.h. 2* ist ein Fixpunkt von ®. Um die Eindeutigkeit zu

zeigen, sei * # T € B, (Zo) mit () = 2. Da ¢ < 1, gilt dann
12 = 2" = [|9(2) — (") < gl|Z — 2™ < [|2 — 27,

was auf einen Widerspruch fithrt. Also gilt & = z*. O

Bemerkung. Fiir den Startwert xo = 29 € R™ und eine Iterationsfunktion ®, die
die Bedingung (ii) aus Satz 6.2 erfiillt, kann man Bedingung (i) durch folgende,
leichter zu verifizierende Bedingung ersetzen, sodass Aussagen (a) und (b) aus Satz
6.2 weiterhin gelten:
[0 — @(z0)[| < (1 —g)r. (6.5)

Es stellen sich nun folgende Fragen:

1. Wie findet man passende Iterationsfunktionen?

2. Unter welchen Bedingungen konvergiert die Folge ;7

3. Wie schnell konvergiert die Folge der x;?

Um diese Fragen zu beantworten, benétigen wir zunéchst die folgende

( M)

Definition 6.3 (Konvergenzordnung). Sei (zx);~o C R" eine konvergente Folge

mit Grenzwert x* € R"™. Wir sagen

(i) xp konvergiert gegen x* mit Konvergenzordnung p > 1, falls C' > 0 und
N € N existieren, sodass fiir alle k > N gilt

Tl — 2 || L Cllzg — z7||".
| < 1P

(ii) =z konvergiert linear gegen z* mit Konvergenzfaktor C' € [0,1), falls
N € N existiert, sodass fiir alle k > N gilt

21 — 27| < Cllzy — 27| -

Fiir p = 2 spricht man von quadratischer Konvergenz.
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Beispiel 6.4. (a) Bei linearer Konvergenz wird der Fehler e, = ||z — 2*|| in jedem
Schritt mindestens um den Faktor C' < 1 reduziert. Die Konvergenz ist umso
schneller, je kleiner der Konvergenzfaktor C' ist. Eine typische Zahlenfolge fiir
C =0.2ist z. B.

ep = 0.2, e; =0.04, ex =0.008, e3 = 0.0016, ...

(b) Bei quadratischer Konvergenz ist das Verhalten vollig anders. Eine typische
Zahlenfolge fiir C' =1 ist z. B.

eo = 0.2, e1 = 0.04, ey = 0.0016, e3 = 0.00000256, ...

Die Konvergenz in Satz 6.2 ist linear mit Konvergenzfaktor ¢ < 1, da
[2r1 — 2| = | (zx) — D(27)]| < qllzw — 27|, (6.6)

d.h. wir haben in Satz 6.2 bereits hinreichende Bedingungen fiir lineare Konver-
genz eines Iterationsverfahrens. Wir betrachten nun die Frage, wie man geeignete

Iterationsvorschriften ® finden kann:

Beispiel 6.5. Fir die Gleichung f(z) := x — e~ = 0 liegt es nahe, die Iterations-
vorschrift
ripi=e Y i=1,2,..., d.h ®(x):=e",

zu verwenden. Die Konvergenz ist aber nur linear und relativ langsam mit C' = 0.57:

‘ o | lmi— a2
i—

0 1 0.43286 —

110.36788 | 0.19926 0.46034

21 0.69220 | 0.12505 0.62757

3| 0.50047 | 0.06667 0.53318

41 0.60624 | 0.03910 0.58647

5 | 0.54540 | 0.02175 0.55627

6 | 0.57961 | 0.01247 0.57333

Fiir allgemeine Funktionen f betrachten wir nun einen systematischen Weg Iterati-

onsfunktionen zu finden, die schneller konvergieren.
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6.2 Das Newton-Verfahren

6.2 Das Newton-Verfahren

Sei vorerst n = 1 und sei z* eine Nullstelle von f : R — R. Wenn f geniigend
oft in einer Umgebung U(z*) von z* differenzierbar ist, dann erhdlt man durch

Taylorentwicklung (Satz 1.3) um einen Punkt xzo € U(z*)
0= f(z*) = f(zo) + (&" — o) f'(w0) + Ra(z” — o) (6.7)

mit "
o f" (xo + 0(x* — x0))
2! ’

Wenn |z* — x| klein genug ist, kann man den quadratischen Restterm vernachléssigen

Ro(z* — x9) = (2™ — x¢) 6 e (0,1).

und erhélt eine Gleichung, der die Nullstelle z* ndherungsweise geniigt, d. h. es existiert
T* =~ z*, sodass
0= f(zo) + (2" — o) f'(20) ,
bzw.
_ (o)
f'(xo)

Diese Néaherungslésung kann man auch demselben Schema wieder verbessern und

=

erhalt so das klassische Newton-Verfahren

@
7(e)

Auf &hnliche Weise kann man auch Iterationsverfahren héherer Ordnung konstruieren,

Tiv1 = P(z;) mit O(x) := (6.8)

indem man die Taylorentwicklung in (6.7) erst nach dem Glied (z* — x¢)® oder

(z* — 20)* abbricht; das wird jedoch in der Praxis selten gemacht.

Geometrisch lduft das Newton-Verfahren (6.8) darauf hinaus, dass man die Funktion
f am Punkt xq linearisiert, d. h. man berechnet die Tangente zu f an der Stelle
o und wéhlt als ndchste Naherung x; den Punkt, wo die Tangente die z-Achse

schneidet:

/331 i‘o
p1(x)
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6.2 Das Newton-Verfahren

Der Vorteil des Newton-Verfahrens ist, dass die Iteration (nahe der Losung) quadra-

tisch konvergiert, was wir in Satz 6.9 beweisen werden.

Beispiel 6.6. Betrachten wir noch einmal f(z) = x — e~*. Das Newton-Verfahren

fihrt zu N )
T —e +x
P(x) :=a— =
@) =T m =T =

und zu folgenden Ndherungslésungen:

, Ti—a*
i X |x; — x| M
P —

0 1 4.329 x 1071 —

1| 0.537883 | 2.926 x 1072 | 0.15617
2 | 0.566987 | 1.563 x 10~* | 0.18256

3| 0.567143 | 4.421 x 107 | 0.18096

Also eine viel schnellere Konvergenz als die Fixpunktiteration als im Beispiel 6.5.

Durch die selbe Vorgehensweise wie im R, ldsst sich das Newton-Verfahren fiir
Gleichungssysteme (6.1) im R™ herleiten: Sei * € R™ eine Nullstelle von f : R™ — R"
und sei zg € R" ein Naherungswert. Ferner sei f fir x = xzg differenzierbar. Die

Matrix aller partiellen Ableitungen

@ o @
Df@)=| i . i |erw (69)
G - @

wir Jacobi-Matrix von f an z genannt. Taylorentwicklung im R"™ (siehe Analysis)
ergibt
0= f(2%) = f(zo) + Df(xo)(z" — x0) + Ra(z" — z0)
mit
| Bo(a™ = o)l = O (Jla" — ol -

Wie im eindimensionalen Fall konnen wir fiir [|[z* — xo|| klein genug den quadratischen

Restterm vernachléssigen. Falls D f(xg) nicht-singulér ist, kann dann die Gleichung

0= f(zo) + Df(x0)(Z* — x0)

nach z* aufgelost werden

i* = 29 — Df(z0) " f(0)
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6.2 Das Newton-Verfahren

und wir erhalten das Newton-Verfahren im R":

Le41 = Tk — Df(l‘k)ilf(l‘k)? k= 07 17 2a s (610)
=:®(xy)

Die Herleitung basierte auf zwei wesentlichen Voraussetzungen:
(i) Df(xg) ist nicht-singular fiir alle k;
(i) zo ist geniigend nahe an der Nullstelle z*.

Wir werden diese Voraussetzungen nun prézisieren und die lokale quadratische
Konvergenz des Newton-Verfahrens zeigen. Der folgende Lemma ist im Prinzip nur

ein Korollar des Storungssatzes 5.17.

Lemma 6.7. Es seien R, L > 0 und x* € R", so dass f auf Bpg(x*) differen-

zierbar ist und fir alle x,y € Br(z*)

IDf(z) =Df ()l < Lllx -yl , (6.11)

d.h. Df : R™ — R™ " ist Lipschitz-stetig. Wenn D f(x*) nicht-singuldr ist, dann
existiert ein r € (0, R], sodass Df(z)~" fir alle © € B,(xz*) existiert und

HDf(a:)*H < QHDf(x*)*lH. (6.12)

Beweis. Ahnlich wie im Beweis von Satz 5.17, setzen wir

B =Df(z*) " (Df(2*) — Df(x))

und wenden darauf Lemma 5.16 an. Dazu muss || B|| < 1 sein. Sei o := [|[Df(z*) '
Dann folgt aus (6.11), dass fur alle x € Br(z*):

1Bl < IDf (@) [[IDf(*) = Df(2)]| < oLfja* — 2]l
d.h. um zu garantieren, dass || B|| < 1, reicht es

. 1
7 = min (R, 2La>

zu wihlen. Dann ist || B| < 3,

1

(I-B)™' = (Df(@")"'Df(z))  =Df(z)"'Df(z")

und somit existiert auch D f(z) ' und

oser-*| =t~ 5'0se | <

< oo <oprer]. o
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6.2 Das Newton-Verfahren

Wenn also z* eine Nullstelle von f ist, folgt aus 6.7, dass das Newton-Verfahren
(zumindest) in B, (x*) wohldefiniert ist. Um die Konvergenz des Newton-Verfahrens

zu beweisen, benotigen wir noch den folgenden Mittelwertsatz im R™:

Lemma 6.8. Es seien x* € R" und r > 0. Wenn f: R” — R" auf B,(z*) stetig
differenzierbar ist, dann gilt fir alle x, 2" € B,(x*)

£ = f@ + ([ DF o+ o~ ) at) & = ),

Beweis. Sei ®(t) := f(z + t(2’ — x)). Dann folgt aus der Kettenregel, dass

ofi ,
q)g(t):%f(ert:cfx Z@xfj (z + t(z'z)) (2] — xj)

= (Df(z + 1" —2))(a" - ),

also
&' (t) =Df(x +t(a' —x))(a —x),

woraus mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

f@@') = f(z) = (1) — 2(0)

= /01 o' (t) dt

_ (/OlDf(:v—l—t(x’—m))dt) (@ — ).

Satz 6.9 (Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens). Es seien U C R"
offen und f : U — R" stetig differenzierbar. sodass Df auf U Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L > 0 ist. Wenn ein x* € U existiert mit f(z*) =0 und
Df(z*) nicht-singuldr ist, dann gibt es ein v > 0, so dass fiir alle xo € B,(x*)

das Newton-Verfahren wohldefiniert ist und quadratisch gegen x* konvergiert.

Beweis. Es sei wieder ¢ := ||[Df(z*)"!|. Unter den gegeben Voraussetzungen
garantiert Lemma 6.7 die Existenz eines 0 < r < 2 L , sodass Df auf B,(z*) C U
Lipschitz-stetig und nicht-singulér ist mit [|[Df(z) | < 20.

Nehmen wir an, dass x; € B,(z*). Dann folgt aus der Definition des Newton-
Verfahrens in (6.10), dass

Df(wg)(wp1 — %) = D f(wg) (v — %) — f(zp)
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6.2 Das Newton-Verfahren

= Df(zp)(wp — %) — (f(x) = f(27)) . (6.13)

Aus Lemma 6.8 folgt, weil 2* + t(xp, — 2*) € B, (z*) fur alle ¢t € [0, 1], dass

Flan) = 1) = ([ DI+t = ) ) an - 2.

Zusammen mit (6.13) ergibt das

1
Df(on)(onss — ) = ([ (Df(an) = DA + tlan — ) dt) (i — 2*).
Multipliziert man beide Seiten mit D f (l‘k)il und nimmt die Norm davon, so gilt

o =2l = [5G0 ([ D7) = Dre + tlan — 27 ) (1 - 2

1
< [oste0) | [ 0 = Dt + bl = 27) delan — ']
Lemma 6.7 1 y N N
<20 [ IDf(e) = Di(a" + taw — )t —a”|
(6.11) 1
<20L [ )0 = (e — )l bl — ")
= oL||zg — . (6.14)

Weil r < ﬁ folgt daraus, dass
* 1 *
k4 = 2™ < Sllaw — 27

Daraus ersieht man per Induktion, dass die vom Newton-Verfahren erzeugte Folge

von Néherungslosungen (zy);~o € By(2*) sofern zg € By.(z*). Aufierdem gilt

. 1 y 1k+1 . 1k+1
lones —a*l < gllax -l <o <5 lwo— a7 <

)

sodass xp — =* wenn k — oo. Wegen (6.14) ist die Konvergenz quadratisch. O

Bemerkung 6.10. (a) Es gibt andere Beweise, die mit leicht schwécheren Voraus-

setzungen auskommen.

(b) Wenn es konvergiert, ist das Newton-Verfahren ein extrem effizientes Verfahren

zur Losung nichtlinearer Gleichungen.

(c) Das Newton-Verfahren konvergiert auch noch, wenn D f(x*) singulér ist, aller-

dings nur mehr linear.

(d) Man kann das Newton-Verfahren zu einem global konvergenten Verfahren

machen, indem man einen Démpfungsfaktor A; einfiihrt, der geeignet gesteuert
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werden muss, d. h.

21 = x — N Df(zp) " f (k)

mit A\; € (0, 1], sodass zu Beginn der Iteration Divergenz vermieden wird und

nach endlich vielen Schritten Ay = 1 gewihlt werden kann.

(e) Ein weiteres Problem sind die Kosten, in jedem Schritt die Jacobi-Matrix zu
berechnen und zu invertieren. Es gibt Varianten des Newton-Verfahrens, wo
das vermieden wird, z. B. Quasi-Newton-Verfahren wie das BFGS Verfahren!,

die sehr effizient sind.

Wir werden aber auf keinen dieser Punkte genauer eingehen, sondern betrachten nun

iterative Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme.

6.3 Lineare Gleichungssysteme

Wir betrachten nun den Spezialfall
f(@z*)=b—Az" =0, (6.15)

d. h. lineare Gleichungssysteme mit b € R™ und A € R™*™, und besprechen verschie-

dene Wahlen der Iterationsvorschrift z;11 = ®(xy):

o Newton. Wegen gxf; = % (bi — >iLq agxy) = —ai; ist Df(x) = —A (fiir alle

x € R™) und das Newton-Verfahren reduziert sich auf
T = B(wp) = ap + A7 (b — Azyp)

d. h. mit zg = 0 erhilt man
1= A"D (6.16)

und das Verfahren konvergiert in einer Iteration. Das ist auch nicht verwunder-
lich, da in diesem Falle fiir das quadratische Restglied in der Taylorentwicklung
zur Motivation des Newton-Verfahrens gilt Ro(z* — x9) = 0. Aber fiir die
Vorschrift (6.16) bendtigt man A~!, was wieder auf die direkten Faktorisie-

rungsverfahren aus Kapitel 5 zuriickfiihrt.

« Fixpunktiteration. Dadurch kann man das berechnen von A~! vermeiden.
Die Konvergenz ist aber nur mehr linear. Wenn n grof} ist und die Anzahl der
Iterationen kleiner als n, dann zahlt sich das trotzdem aus im Bezug auf die
Anzahl der arithmetischen Operationen — speziell fiir diinnbesetzte Matrizen,

wo die Anzahl der Eintriige a;; # 0 viel kleiner als n? ist.

! Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno Verfahren
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Die einfachste Fixpunktiteration ist die Richardson-Iteration
O(x) =2+ a(b— Az) (6.17)

fiir geeignet gewéhltes o > 0, sodass ® eine Kontraktion ist. Allgemeiner lassen sich

iterative Verfahren dieses Typs mittels der Vorschrift
®(z) =2+ C b — Az) (6.18)

konstruieren, mit geeignet gewéhltem C € R™*" regular. Sei A = L 4+ D + R mit

0 aiy 0 a2 -+ ap
a1
L= , D= , R:=
: . . . n—1m
Gnp1 - Gpn-—1 0 Gnn 0

dann fithren die Wahlen C = D bzw. C' = D+ L auf das klassische Jacobi-Verfahren

Tpy1 = xp + Db — Axy) (6.19)
bzw. auf das klassische Gauf3-Seidel-Verfahren
Thi1 = xp + (D + L) H(b— Axy). (6.20)

Beide Verfahren fithren auf sehr einfache Iterationsvorschriften, wenn man sie kom-

ponentenweise betrachtet, z. B. fiir das Jacobi-Verfahren gilt

(Tpy1); = (Tr); + % (bi — z": aij(wk)])
i j=1

(6.21)
1
= — (bi— E aij(xk)j) far alleizl,...,n.
Qi —
J#
und mit Vorwértseinsetzen kann man fiir das Gauf3-Seidel-Verfahren zeigen MMS

1 .. .
(py1); = P (bi - Z(Iij(xk+1)j - Zaij(xk)j) firallei=1,...,n. (6.22)

J<t J>i

Ein wichtiger Unterschied zwischen (6.21) und (6.22) ist, dass in (6.21) alle Kom-
ponenten unabhéngig von- und parallel zueinander gelost werden kénnen, wahrend
in (6.22) zur Losung der i-ten Gleichung die ersten (i — 1) Gleichungen bereits gelost
sein miissen. Das Gauf-Seidel-Verfahren lésst sich nicht so leicht parallelisieren und

die Losung hingt von der Reihenfolge der Gleichungen in (6.15) ab.
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Die Konvergenz in (6.18) folgt direkt aus dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 6.2).

Wir schreiben dazu

d(z)=Br+c mit B:=1-C'Aundc:=C'b, (6.23)
sodass
Tpy1 = Bxp + ¢ (6.24)
und
exr1 = Bep mit e = x — . (6.25)

Korollar 6.11. Fulls | B|| < 1, dann konvergiert xy, linear gegen x* mit Konvergenz-
faktor p < || B].

Beweis. Fiir beliebige z,y € R" gilt
[®(z) — (y)ll = [ B(z —y)|| < | Bllllz — vl

und die Voraussetzungen von Satz 6.2 sind erfiillt (mit r grof§ genug). O

Ob die Voraussetzung ||B|| < 1 erfiillt ist, kann fiir eine konkrete Matrix sehr wohl

von der speziellen Wahl der Matrixnorm abhéngen.

Definition 6.12. Der Spektralradius einer Matrix A € R™*" ist

spr(A) := max {|A| : A € C ist Eigenwert von A} .

Aus Proposition 5.10 wissen wir, dass
spr(B) < [|A]] (6.26)
fir alle natiirlichen Matrixnormen. Fiir symmetrisches B folgt aus (5.16), dass

spr(B) = ||B||, (die Spektralnorm).

Satz 6.13. Die Fizpunktiteration (6.24) konvergiert genau dann fir jeden
Startwert xg € R, wenn
spr(B) < 1. (6.27)

Beweis. Fiir B symmetrisch folgt das Resultat aus Korollar 6.11 und (6.26).

Dass (6.24) nicht konvergiert, wenn spr(B) > 1 sieht man, indem man

Te = 2" — Upax
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wahlt, wobei vmax Eigenvektor zum grofiten Eigenwert Ap.x von B ist. Dann folgt
fir alle k € N

lexlly = IBex-1lly = - = || Beo|, = Panal*[vmal| = spr(B)* = 1.

Fiir den sehr technischen Beweis fiir nicht-symmetrische B € R"*" siehe [Ranl7,
Satz 6.1 und Hilfssatz 6.1]. O

Wir betrachten nun unter welchen Bedingungen an A das Jacobi- und das Gauf-

Seidel-Verfahren konvergieren. Dazu bendtigen wir die folgende

( 7

Definition 6.14. Eine Matrix A € R™*" heifit diagonaldominant, wenn

Z|a,~j| <lai|, furallei=1,...,n, (6.28)
J#

und strikt diagonaldominant, wenn

> lagl < laul, firallei=1,...,n. (6.29)
ji

Fiir das Jacobi- bzw. Gauf-Seidel-Verfahren gilt

By:=—-DY(L+R) bzw. Bgs:=—(D+L)"'R. (6.30)

Satz 6.15. Ist A € R™*"™ strikt diagonaldominant, so gilt

spr(Bj) <1 wund spr(Bgs) <1.

Beweis. Sei A\ € 0(Bj) und v der zugehorige Eigenvektor. Aus (6.28) folgt a;; # 0,
d.h.
M = Byw=-D"YL+R)w.

Daraus folgt

A< [D7HE+R)|| = i {lzwam} <1.
#i

\ai¢| i
Sei nun A € o(Bgs) mit zugehorigem Eigenvektor v. Dann gilt

MW=—(D+L)'Rv < XD+ L)v=—Ruv
& lw=-D'AL+R)v,
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woraus folgt

_ n 1
N =[P OL+ B <o € {1 sl + Yo ] ¢
= u j<i J>i
Im Falle |A| > 1 ergéibe sich der Widerspruch
A<D E+R)| <A,

sodass |A| < 1 sein muss. O

Strikte Diagonaldominanz ist nur ein hinreichendes Kriterium. In der Praxis ist es
zu restriktiv und schlieit z. B. typische Modellprobleme im Bereich der numerischen

Losung von PDEs aus. Um ein schwécheres Kriterium anzugeben, benttigen wir

( 7

Definition 6.16. Eine Matrix A € R™*"™ heifit reduzibel, wenn es eine Permu-

tationsmatrix P € R™*"™ gibt, sodass

Ay 0

~ (6.31)
Axr Ago

PAPT = [

mit Ay; € RP*P, o= R2%4 Ay € RT*P yund p+q = n. Eine Matrix A € R™"*",

die nicht reduzibel ist, heifit irreduzibel.

. J

Bemerkung 6.17. Die Reduzibilitidt von A ldsst sich auch wie folgt formulieren: Es
existiert eine (nicht—triviale) Zerlegung JUK der Indexmenge {1, ...,n}, mit J, K # ()
und J N K =0, so dass aj; = 0 fiir alle Paare (j,k) € J x K.

Umgekehrt bedeutet das zwingendermaflen, dass es fiir jede irreduzible Matrix A und
fir beliebige Indizes j # k € {1,...,n}, eine Kette von Indizes j = i1,i2,...,im =k
gibt, so dass

Qiyig 70,  @iyiy 70, ..., @i, i, #0. (6.32)

Satz 6.18. Ist A € R™™™ eine irreduzible, diagonaldominante Matriz und exis-

tiert ein r € {1,...,n}, sodass

Z‘arﬂ < |a7"r‘7 (633)
it

so ist A requldr und es gilt

spr(By) <1 wund spr(Bgs) <1.
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Beweis. Aus der Irreduzibilat von A folgt notwendigerweise
n
S lajk| >0, firalle 1<j<n,

da sonst fiir dieses j, mit J = {j} und K = {1,...,n}\J und k € K gilt aj;, =0, im
Widerspruch zur Irreduzibilitdt von A. Wegen der Diagonaldominanz folgt daraus
notwendigerweise a;; # 0, fiir alle 1 < j < n, was die Wohlgestelltheit des Jacobi-
und des Gauf3-Seidel Verfahrens garantiert.

Analog zum Beweis von Satz 6.15 zeigt man
spr(By) <1 und spr(Bgs) <1
Um zu zeigen, dafl spr(Bj) < 1, nehmen wir an, dass A € C ein Eigenwert von By ist,

mit |A\| = 1 und zugehorigem Eigenvektor v € C”, normiert so dass |vs| = ||v]jeo = 1

und |vj| < |vs| fiir j # s. Fiir dieses Eigenpaar gilt

|vi = [Av;| = [(Byv);| = Zagkvk ol Z |ajie|| vkl (6.34)
Ui ke Wil kj
Aufgrund der Irreduzibilitdt gibt es nun Indizes s = i1,43,...,%m = 7, so dass

igip, 7 0 fiir alle 1 <2 <m — 1, wobei r der Index aus Bedingung (6.33) ist. Aus
(6.34) und (6.33) folgt

> !ark!> [vlloo < f[0loo -

| rr‘ k#r

|U7" < | ‘ Z ’aTkHvk‘ (
Ay

Aber nun folgt (rekursiv) fiir jedes 1 < ¢ < m — 1 auch wieder aus (6.34), dass

1
‘Uiz‘ < I Z ‘aizkuvk’ + |ai4ie+1uviz+1‘
| @iy, |

k#ig,io41

A

1
> - < E : |ai/zk|||v||00 + |aieie+1’ |Ui£+1|>
\W—/

|a7:flf | k,‘;ﬁi[,i@+1 #0

D ai] | vllse < Mvllsc -
[atigi| zm\

kg
<1

Fiir £ = 1, fithrt das auf ||v]|e = |vs| = |vi,| < ||v]|eo und deshalb zu einem Wider-
spurch. Also muss spr(Bj) < 1 sein. Wegen A = D(I — Bj) folgt daraus auch die
Regularitdt von A. Der Beweis fiir Bgg folgt analog. ]
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6.4 Anwendung: Numerische Lésung von Differentialgleichungen

Um die Konvergenzrate zu verbessern, kann man sowohl beim Jacobi-, als auch beim

Gauf3-Seidel-Verfahren auch noch einen Relaxationsparameter einfithren, d. h.
T = ) +wC (b — Axy) . (6.35)

Beim GauB-Seidel-Verfahren, C = D + L, fiihrt das auf das sog. SOR-Verfahren?
mit

Bsor := (D +wL) (1 = w)D + wR), (6.36)
welches fiir symmetrisch positiv definite Matrizen fiir alle w € (0, 2) konvergiert, d. h.
spr(Bsor) < 1. Wir werden das aber nicht weiter untersuchen, weil die Konvergenz
fiir typische, in der Praxis auftretende Gleichungssysteme trotzdem viel zu langsam
ist. Der Relaxationsparameter w spielt jedoch eine wichtige Rolle, wenn man das

Jacobi- bzw. GauB-Seidel-Verfahren als sog. Glatter in einem Mehrgitterverfah-

ren verwenden will.

6.4 Anwendung: Numerische Losung von

Differentialgleichungen

Ein typisches Modellproblem in der Numerik ist die Losung der Poisson-Gleichung

—Au(z) = f(z) firallez e QcR?
u(z) =0 fiir alle x € 092,

(6.37)

wobei €2 ein beschrénktes Gebiet im R? ist und f : 2 — R eine gegebene Funktion.
Im Fall d =1, fiir Q = (0,1), reduziert sich (6.37) auf

—u"(z) = f(x) fiir alle z € (0,1)

(6.38)
u(0) =u(1)=0
Taylorentwicklung an einem Punkt x € (0,1) ergibt
/ h? " h? (3) 4
u(x + h) = u(z) + h'(z) + 5 u (x) + ik (z) + O(h")
/ h? " h? (3) 4
u(x —h) = u(x) — hu'(x) + U () — ik (x) + O(h%),
also
u(z + h) +u(z — h) = 2u(x) + h2d"(z) + O(h%)
und somit o h
W () = LEEN Z2ul@) Fu@ = h) g0y (6.39)

h2

2engl. Successive Over Relaxation Method
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6.4 Anwendung: Numerische Lésung von Differentialgleichungen

der sog. zentrale Finite Differenzenquotient. Betrachten wir also (6.38) nur an

den Gitterpunkten

1
zi=th firi=1,....m—1 und h = —

3

d. h.

Dann liisst sich unter Vernachlissigung des O(h?) Terms in (6.39) die Differential-

gleichung (6.38) an x; approximieren durch

1
ﬁ(—ui_l + 2u; — uig1) = f(x4),

wobei u; ~ u(x;) und up = u,, = 0 aufgrund der Randbedingungen. Das fithrt auf

das lineare Gleichungssystem

2 1 b
1 2 -1 “ L
1 . . . uz b2
Au = 72 . . . —
-1 2 -1
1 9 Um—1 bm—1

Mann kann zeigen?, dass

o 3| — 2
1;%%{_1 ui — u(w;)| = O(h7),

d.h. um den Diskretisierungsfehler unter eine vorgegebene Schranke zu reduzieren,

muss m geniigend gross gewéhlt werden. Wir diskutieren das aber nicht mehr weiter.

Die Matrix A in (6.40) ist offensichtlich irreduzibel, diagonaldominant und fiir » = 1

oder 7 = m —1 gilt (6.33). Deshalb konvergieren laut Satz 6.18 sowohl das Jacobi- als

auch das GauB-Seidel-Verfahren. (Man kann auch leicht zeigen, dass A symmetrisch

positiv definit ist , sodass auch das SOR-Verfahren fiir w € (0, 2) konvergiert.) Durch

Nachrechnen sieht man, dass die Eigenwerte und -vektoren von A

\e = 4m? sin® (;::L) und v = (sinkﬂj

m

sind (Ubungsaufgabe mithilfe der trigonometrischen Additionssitze ).

Daraus folgert man:

3Siehe die Vorlesungen Numerik 1 — Numerik Gewshnlicher Differentialgleichungen.
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6.4 Anwendung: Numerische Lésung von Differentialgleichungen

Satz 6.19. Sei A die Matriz aus (6.40). Dann gilt

B3l = spr(Bp) = cos (1) = 1= 2( 1)+ om~).

m m

Beweis. Sei yj, € o(Bjy) mit Eigenvektor wy. Da D = 2m?2I gilt

Bywy, = ppwy < (L + R)wp = —2mpgwy,

& Awg = 2m*(1 — pp)wy

und somit

wp, =vp und  2m2(1 — ) = A

k
pr =1 — 2sin® <7r> .
2m

Das Maximum wird fiir K = 1 angenommen, sodass

bzw.

= k
spr(By) = fhax|jug| = 1 - 2sin’ (2;;) — cos (;) '

Durch Taylorentwicklung bei z = 0 sieht man, dass

Die Konvergenzrate des Jacobi-Verfahrens ist also sehr schlecht. Man kann zeigen,
dass spr(Bgs) = spr(Bj)? (siehe dafiir [Ran17, Satz 6.5]), also konvergiert das GauB-
Seidel-Verfahren zwar doppelt so schnell wie das Jacobi-Verfahren, aber immer noch
sehr schlecht.

m_| spr(By) | spr(Bas)
20 | 0.98769 | 0.97553
40 | 0.99692 | 0.99384
80 | 0.99923 | 0.99846
160 | 0.99981 | 0.99961

Tabelle 6.1: Spektralradien fiir die Matrizen By und Bgg aus Beispiel 6.20.

Beispiel 6.20. Nach k Iterationen mit ug = 0 gilt

lu — uglly < spr(B)llu —up—1]l < -+ < (spr(B))*|lully,
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6.4 Anwendung: Numerische Lésung von Differentialgleichungen

sodass fiir den relativen Fehler gilt

Um zu garantieren, dass der relative Fehler kleiner e = 1079 ist, muss
k
spr(B)" <,

also
log e

D —
— log (spr(B))
sein, d. h. fiir m = 160 (siehe Tabelle 6.1)

log(1079)
by > —o " ) 1 79706.3
7= 10g(0.99981)
—6
ka 0g(1077) 363531,

5 = 10g(0.99961)

Bemerkung 6.21. (a) Wie bereits erwihnt, sind das w-Jacobi- und das SOR-Verfahren
gute Glatter, d. h. durch geeignete Wahl von w (z.B. w = % fiir Jacobi) kann
man garantieren, dass die hochfrequenten Anteile im Fehler eg = u — ug in jeder
Iteration stark geddmpft werden (z. B. um einen Faktor % bei Jacobi), sodass
nach wenigen Iterationen ey glatt ist und auf einem gréberen Gitter approxi-
mativ berechnet werden kann. Das ist die Basis des Mehrgitterverfahrens,
einem sehr effizienten Iterationsverfahren fiir (6.38) und vor allem fiir (6.37) in

hoheren Dimensionen?.

(b) Man kann auch Blockvarianten des Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahrens herlei-
ten, welche die Basis der ebenfalls sehr effizienten Gebietszerlegungsverfah-

ren® bilden.

4Siehe die Vorlesungen Numerik 2 — Finite Elemente und Parallel Solution of Large Linear Systems.
5Siehe Vorlesung Parallel Solution of Large Linear Systems.
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6.5 Gradientenverfahren (nicht priifungsrelevant)

6.5 Abstiegsverfahren (nicht priifungsrelevant)

Eine viel effizientere Familie von iterativen Verfahren zur Losung von (quadratischen)
linearen Gleichungssystemen Ax = b im R", vor allem von diinnbesetzten Systemen,
die bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen auftreten, basiert auf der
Minimisierung eines geeigneten quadratischen Funktionals. Fiir SPD Matrizen ist es

das Funktional )
Q) = 5(Aw,2) — (b,).

Wir skizzieren die Verfahren nur kurz und verweisen fiir Details auf [Ran17, Kap. 6.2].

Zum Minimisieren eines solchen quadratischen Funktionals eignen sich sog. Ab-
stiegsverfahren bei denen, ausgehend von einem Startwert zg, in jeder Iteration
eine Abstiegsrichtung r; gewéhlt und die néchste Naherungslosung 41 durch

eindimensionale Minimisierung entlang dieser Abstiegsrichtung bestimmt wird, d.h.

(Gr> k)

Tpa1 = T +apre mit ap = —
i (Arg,ry)’

wobei

a n
g1 = BradQ(r) = v —b wnd gradQ) = (520)

gerade der Gradient des quadratischen Funktionals @) ist.

Wihlt man in jedem Schritt die Richtung ry = —gi des stéarksten (lokalen) Abfalls
des Funktionals Q(-), so erhdlt man das Gradientenverfahren. Die lineare Kon-
vergenz des Gradientenverfahrens lisst sich relativ leicht zeigen [Ranl7, Satz 6.7].
Die Konvergenzrate hangt von der Konditionszahl x(A) ab [Ranl7, Satz 6.8]. Vor
allem bei Matrizen mit weit auseinander liegenden Eigenwerten, wie z.B. bei Glei-

chungssytem(6.40), kann das wieder zu einer sehr langsamen Konvergenz fiihren.

Das Gradientenverfahren nutzt die Struktur des quadratischen Funktionals Q(-), und
im Speziellen die Verteilung der Eigenwerte der Matrix A, nur lokal von einem Schritt
zum néchsten aus. Es ist besser, bei der Wahl der Abstiegsrichtungen die bereits
gewonnen Informationen tiber die globale Struktur von Q(-) mit zu beriicksichtigen.
Das fiihrt auf das CG-Verfahren (engl.: Conjugate Gradient method = “Verfahren
der konjugierten Gradienten”). Anstatt einer eindimensionalen “Liniensuche” ent-
lang der gewéhlten Abstiegsrichtung, minimiert man beim CG-Verfahren im k-ten
Iterationsschritt in einem k-dimensionalen Unterraum des R", dem sog. Krylov

Unterraum

K1 (A, b) := span{b, Ab, A%, ..., A*"1p}.

(Hier der Einfachheit halber nur fiir den Fall zy = 0.) Das garantiert die A-Orthogonalitét
der Abstiegsrichtungen, d.h. Orthogonalitdt im Skalarprodukt (z,y)4 := (Az,y)s

und verbessert die Konvergenzeigenschaften signifikant.
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6.5 Gradientenverfahren (nicht priifungsrelevant)

Algorithmus 6.1 (CG-Verfahren).

function CG(A, b, zo,zx) > Eingabe: A € R"*" b € R™ und Startpunkt zg € R"
> Ausgabe: Naherung xx € R™ nach K Iterationen

do=—go=b— Axg > Initiale Abstiegsrichtung
for k=0,..., K—1do
o ol?
(Ady, d)

Tyl = Tk + agdy
Gk+1 = gk + o Ady,

B, = gr-+11
g%
di+1 = =gk + Brdi
end for

end function

Die Orthogonalisierung der neuen Abstiegsrichtung zu den vorangegangenen Rich-
tungen muss nicht explizit durchegfiihrt werden, sondern die néchste Richtung kann
mittels einer einfachen Rekursionsformel aus dem Gradienten und der vorherge-
henden Richtung berechnet werden [Ranl7, Seite 206], wie in Algorithmus 6.1 zu-
sammengefasst ist. In der Praxis, stoppt man nicht nach einer fixen Anzahl von

Iterationsschritten sondern man baut auch noch ein Konvergenzkriterium ein.

Die folgenden beiden Sétze fassen das prinzipielle Konvergenzverhalten des CG-

Verfahrens zusammen. Fiir Beweise verweisen wir wieder auf [Ranl7].

Satz 6.22 ([Ranl7, Satz 6.9]). Fir eine beliebige SPD Matriz A € R"*"™, eine
beliebige rechte Seite b € R™ und einen beliebigen Startpunkt xo € R™ konvergiert
das CG Verfahren (bei rundungsfreier Rechnung) in mazimal n Iterationen zur

exakten Losung x € R"™, d.h. x, = x.

Satz 6.23 ([Ranl7, Satz 6.10]). Fir das CG-Verfahren gilt die Fehelerabschat-

zung
k
VE—1

T —xl|a < 2 To — T||lA,

lai = alla < (\m 2o — L.

wobet Kk = conda(A) = Amax(A)/Amin(A4) die Konditionszahl von A bzgl. der

Spektralnorm ist und Amax(A) bzw. Amin(A) den grossten bzw. kleinsten Figenwert

von A bezeichnen. Die Anzahl an Iterationsschritten, um den Anfangsfehler um

den Faktor € zu reduzieren, ist beschrankt durch

K(e) < 3/klog(2/e) + 1.
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6.5 Gradientenverfahren (nicht priifungsrelevant)

Da die Konvergenzrate von der Konditionszahl der Matrix A abhingt bietet es sich
an, das Gleichungssystem zuerst mit einer geeigneten SPD Matrix P € R™*" zu

multiplizieren, d.h.

Az := PAxz = Pb=:b

und dann das CG-Verfahren auf Az = b anzuwenden. Das ist moglich, da dieses
System symmetrisch positiv definit bzgl. des Skalarprodukts (z,y)p-1 := (P~ 1z, y)
ist. Diese Vorgehensweise nennt man Vorkonditionierung und das daraus resultie-
rende Verfahren nennt man das PCG-Verfahren (engl. Preconditioned Conjugate

Gradients). Wenn P billig invertiert werden kann und conds(A) < condy(A), dann

konvergiert dieses Verfahren in wesentlich weniger Iterationen und ist viel effizienter.

Krylov Unterraumverfahren kann man auch fiir allgemeine quadratische Gleichungs-
systeme mit unsymmetrischer, aber reguliarer Systemmatrix A € R™*"™ herleiten.
Ublicherweise betrachtet man hierfiir wieder die Normalengleichung A7 Az = ATb,
arbeitet aber nicht direkt mit der schlechter konditionierten Matrix A” A, sondern
baut dann zwei Krylovraume, bzgl. A und AT auf. Wir behandeln das aber nicht

mehr weiter sondern verweisen auf das
Proseminar/Seminar Krylov Methoden (Numerik),

das im SS 2021 in Heidelberg angeboten wird.
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7 Eigenwertprobleme (nicht priifungsrelevant)

Eine weitere wichtige Aufgabe der Numerik ist die Berechnung von Eigenwerten und
Eigenvektoren von quadratischen Matrizen A € R™*"  sowie von Singuldrwerten von
allgemeinen Matrizen A € R™*™. Letzteres kann i. Allg. auf die Berechnung von
Eigenwerten zuriickgefithrt werden, und wir besprechen nur kurz Verfahren zur Losung

von Eigenwertproblemen. Fiir Details verweisen wir wieder auf [Ranl7, Kapitel 7].

Da die Nullstellenberechnung von Polynomen ein hochgradig schlecht konditioniertes
Problem ist wahrend das eigentliche Eigenwertproblem meist gut konditioniert ist,
ist es i. Allg. nicht angeraten, Figenwerte direkt auf Grund des charakteristischen
Polynoms zu berechnen. Nur fiir Tridiagonalmatrizen bzw. Hessenberg-Matrizen,
d.h.

air a2 ail a2 : ain
a bzw. a21
Gn—1,n Gn—1,n
Qpn—1 Ann Qpn—1 QAn,n

ist dies stabil und effizient durchfiihrbar. Deshalb ist es besser die Matrix zuerst

durch Reduktionsverfahren auf Hessenberg-Form zu transformieren.

Das derzeit effizienteste und stabilste Verfahren zur Losung des Eigenwertproblems
fiir Hessenberg-Matrizen ist das QR~Verfahren (siche [Ranl7, Kapitel 7.4]).

In vielen Anwendungen in der Praxis ist man nur an einem oder an einer kleinen
Anzahl von Eigenwerten der Matrix A und den zugehorigen Eigenvektoren interessiert

(siche Beispiel 7.1 unten).

Zur Berechnung des betragsgrossten (auch dominant genannten) Eigenwerts \,, € C

und des zugehorigen Eigenvektors v, € C™ mit ||v,| = 1, sodass
Av, = A\yUn,

gibt es ein besonders einfaches Verfahren, die sog. Potenzmethode in Alg. 7.1.

Seien A1,..., A, die Eigenwerte der Matrix A (mit Vielfachheiten gezihlt), sodass

A1l < A2] < ... < ||, und seien vy, ..., v, die zugehorigen Eigenvektoren. Fiir eine
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7 Eigenwertprobleme (nicht priifungsrelevant)

Algorithmus 7.1 (Potenzmethode).

function CG(A, wo, wg, i) > Eingabe: A € R™*" und Startvektor wg € C™
> Ausgabe: Niherungslosung (up, wg) € C x C”
> von (A, v,) nach K Iterationen

fork=1,...,K do

Y = Awg_1
Yk
W = 7
[
end for

i = (Awg, wi)

end function

dagonalisierbare Matrix A (siehe Appendix A) bilden diese Eigenvektoren eine Basis
von C". Sofern der betragsgrosste Eigenwert einfach und deshalb separiert vom Rest

des Spektrums ist, d.h. |A,| > |An—1|, kann man sehr leicht zeigen, dass
prg = Ay und  |Jwg —ogvy| -0 mit K — oo,

wobei o € C, |og| = 1. Die Konvergenzrate hingt vom Abstand zwischen dem

dominanten und dem néchstkleineren Eigenwert ab, d.h.

K) . (7.1)

Details und einen Beweis findet man in [Ranl7, Satz 7.3].

An—l
An

|NK_)\n’:O<

Das Prinzip der Potenzmethode ldsst sich sehr leicht erweitern, um damit auch
beliebige (einfache) Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren zu berechnen.
Die Potenzmethode wird in diesem Falle anstatt auf die Matrix A auf die Matrix
(A — XI)~! angewandt. Diese Methode nennt sich Inverse Iteration. Wenn man

eine gute Niherung X eines beliebigen Eigenwerts Aj der Matrix A kennt, sodass
N — Al < [N — A, fiiralle i # 4,

so konvergiert die Inverse Iteration gegen das Eigenpaar (\;,v;) und die Konvergenz-
rate ist |)\J — 5\|/H11HZ7£] ‘)\1 — 5\|

So wie das Gradientenverfahren in Kapitel 6.5, verwendet auch die Potenzmethode
in jedem Schritt nur lokale Information. Ein effizienteres Verfahren lisst sich daraus
wieder durch das Aufbauen eines Krylov Unterraumes konstruieren. Das entsprechende
Verfahren nennt man die Arnoldi Iteration. Aber auch hier werden wir nicht mehr

weiter darauf eingehen, sondern verweisen auf das

Proseminar/Seminar Eigenwertprobleme (Numerik),
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7 Eigenwertprobleme (nicht priifungsrelevant)

das auch im SS 2021 in Heidelberg angeboten wird.

Zum Abschluss geben wir noch ein Beispiel eines Eigenwertproblems, dessen Losung

Sie alle schon einmal in der Praxis verwendet haben.

Beispiel 7.1 (Google PageRank). In den spéaten 90er Jahren haben Informatiker
festgestellt, dass die Hyperlinkstruktur des Internets genutzt werden kann, um die
Ergebnisse von Suchmaschinen zu verbessern. Sie verwendeten Ideen aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie, im Speziellen Markovkettenmodelle, um eine Rangordnung
von Webseiten basierend auf deren relativer Wichtigkeit zu bestimmen, die rein auf
der Zusammenhangsstruktur des Netzes beruht. Der kommerziell und mathematisch
erfolgreichste Algorithmus dieser Art ist der PageRank Algorithmus von Sergey
Brin und Larry Page, zweier Informatik-Doktoranden aus Stanford aus 1998', woraus

der Internetriese Google entstand und der aus Brin und Page Multmilliondre machte.

Die Grundidee von PageRank ist einfach. Man betrachtet die Netztruktur des Internets
als einen gerichteten Graphen G = (N, &), wobei N die Menge der Knoten — die
Webseiten (oder eine Untermenge davon) — und & die Menge der gerichteten Kanten
— die Hyperlinks zwischen den Webseiten — sind. Jede Webseite wird durch eine ganze
Zahl von 1 bis n reprasentiert, d.h. N = {1,...,n}. Wenn Webseite i einen Link zur
Seite j enthilt, dann ist die Kante (i,7) € £. Wir stellen den Graphen durch die
Transponierte A der Inzidenzmatrix dar, d.h. 4; ; = 1, wenn es einen Link von Seite
j nach Seite ¢ gibt. Da die Kanten gerichtet und Links nicht symmetrisch sind, ist

auch A normalerweise unsymmetrisch.

Die Philosophie von PageRank ist nun, dass die Wichtigkeit einer Webseite dadurch
definiert ist, wieviele Webseiten auf sie verlinkt sind, d.h. wenn wir mit m; den

sog. PageRank der Seite ¢ bezeichnen, dann gilt

o= Z %77]- (7.2)
j:Giee

wobei ¢; = Y it ; A; j den Grad des Knotens j bezeichnet, d.h. die Anzahl der Links
auf Seite j. Je hoher der PageRank einer Webseite, desto wichtiger ist sie. Eine
Méglichkeit, um den PageRank Vektor 7 = (;);=1,..., in (7.2) zu berechnen, ist es,
ausgehend von einem Startvektor die Webseiten zu durchlaufen und die Komponenten
des Vektors nacheinander anzupassen, bis sich der Vektor nicht mehr &ndert. Es stellt
sich die Frage ob dieser iterative Prozess auch wirklich konvergiert und ob die Losung
eindeutig und stabil ist, d.h., dass man von jedem beliebigen Startvektor immer auf

die selbe Losung kommt.

'Die Originalarbeit ist [L. Page, S. Brin, R. Motwani, and T. Winograd, “The PageRank Citation
Ranking: Bringing Order to the Web”, Technical Report, Stanford University, 1998] (erhéltlich
unter http://dbpubs.stanford.edu:8090/pub/1999-66).
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7 Eigenwertprobleme (nicht priifungsrelevant)

Wir formulieren das Problem in Matrixform und betrachten es als Beispiel einer
Markovkette. In dieser Interpretation, sind die N&herungslosungen 7w(®) in der kten
Iteration, Zustidnde der Markovkette und der Graph G ist dargestellt durch eine
n x n Matrix P, wobei P; ; € [0,1] die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Knoten

j zum Knoten ¢ im Graphen G darstellt.

Eine Matrix P heisst (spalten-)stochastisch wenn ;' P;; = 1 fur alle j €
1,...,n. Wenn ausserdem noch alle Eintrdge der Matrix strikt zwischen 0 und 1
liegen, so heisst P irreduzibel. Man kann relativ leicht zeigen, dass eine stochastische
Matrix P einen Spektralradius spr(P) = 1 hat und dass 1 ein Eigenwert von P ist.
Wenn P auch noch irreduzibel ist, dann besagt der wichtige Perron-Frobenius
Satz, dass 1 ein einfacher Eigenwert ist und betragsmaéssig strikt grosser als alle
anderen Eigenwerte. Ausserdem hat der zugehoérige Eigenvektor 7 strikt positive

Eintrége m; > 0, sodass

n
Pm = m und ||7rH1:Z7Ti:1, (7.3)
i=1
(normalisiert bzgl. der || - ||;-Norm), d.h. 7 ist der eindeutige, stationire Verteilungs-

vektor der Markovkette.?

Zurick zum PageRank Algorithmus. Wir schreiben (7.2) jetzt als ein Markovket-
tenmodell. Es sei P; ; = A; j/cj, d.h. wir nehmen an, dass es gleich wahrscheinlich
ist, jeden der Links auf einer Webseite zu verfolgen. Dann ist der stationire Ver-
teilungsvektor 7 in (7.3) auch die Losung von (7.2). Das soll das Verhalten eines
“zufilligen Surfers” modellieren mit unendlich viel Zeit. Es bleibt allerdings noch
ein Problem mit diesem Modell, da iiblicherweise Webseiten in G sein werden ohne
jegliche Links, sog. “dangling pages” oder baumelnde Seiten. Das heisst der zuféllige
Surfer konnte in einem dieser Knoten héngen bleiben und nicht mehr weiterkommen.
Vom Standpunkt der Markovkettentheorie bedeutet das, dass die Matrix P nicht
stochastisch ist. Um dieses Problem zu beheben, setzen wir fiir jede baumelnde Seite j
die Eintrage A; ; = 1 fiir alle 1 <4 < n, d.h. wir setzen einen Link zu jeder beliebigen
anderen Seite. Das bedeutet, dass der Surfer, wenn er auf so einer baumelnden Seite

landet, zufallig die Adresse einer anderen Webseite eintippt um weiterzusurfen.

Das garantiert, dass P eine stochastische Matrix ist. Die Matrix ist aber im Allgemei-
nen noch nicht irreduzibel. Um die Matrix irreduzibel zu machen, ermoglichen wir es
dem Surfer auch noch zu jedem Zeitpunkt die Links auf der aktuellen Webseite zu
ignorieren und mit Wahrscheinlichkeit (1 — «), fiir o € (0, 1), auf eine vollig beliebige

Webseite zu springen. (Google verwendet anscheinend a = 0.85.)

2Die meisten Biicher zu Markovketten verwenden die Transponierte von P. In diesem Falle ist die
stationdre Verteilung der linke und nicht der rechte Eigenvektor zum Eigenwert 1.
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7 Eigenwertprobleme (nicht priifungsrelevant)

Die endgiiltige Form der Ubergangsmatrix ist

P=aAC+ (1 - a)%eeT, (7.4)
wobei C' die n x n Diagonalmatrix mit Eintrédgen CV'ZZ = 1/¢; ist und e der Vektor
mit Eintragen e; = 1.

Diese Matrix ist nun stochastisch und irreduzibel und das Problem (7.3) hat wie
besprochen eine eindeutige Losung, den PageRank Vektor 7. Da der Eigenwert 1
dominant und einfach ist, garantiert [Ranl7, Satz 7.3], dass 7 mit Hilfe der Potenz-
methode berechnet werden kann. Da der zweitgrosste Eigenwert von P gleich « ist,

folgt aus (7.1), dass die Konvergenzrate « ist.
Mehr Informationen findet man in der Originalarbeit von Page, Brin et al oder in

K. Bryan and T. Leise, “The $ 25,000,000,000 Eigenvector: The Linear
Algebra behind Google”, STAM Review, 48:569-581, 2006.
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A Grundbegriffe der linearen Algebra

Wir beschrianken uns auf den Koérper K = R der reelen Zahlen mit den iiblichen
Operationen + und *. Alle Sdtze in diesem Kapitel werden ohne Beweise gegeben;
die Aussagen wurden in Mathe fiir Informatiker I oder Lineare Algebra 1 gezeigt,

ansonsten siehe bspw. [Fis14].

( N

Definition A.1 (Vektorraum). (a) Eine Menge V mit einer (inneren) Ver-
kniipfung (Addition)

+:VxV >V, (v,w)—v+w
und einer (duBeren) Verkniipfung (Multiplikation mit Skalaren)
x:RxV =V, (\v)—= Ao

heifit Vektorraum (iiber R), wenn gilt:

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe (d.h. kommutativ) mit Nullvektor 0

und Negativem, bezeichnet mit —uv.

(V2) Fir beliebige A\, u € R und v,w € V gilt

A+ p)xv=Axv+puxv
Ax(v+w)=Axv+Axw
Ax (u*xv) = (Au)*v

lxv=wv

(b) Eine Menge () # W C V ist ein Untervektorraum, wenn fiir alle A € R
und v,w € W:
A-(v+w)eW.

o Wir bezeichnen als Linearkombination einer Familie (v;)}_; C V ein Element

der Menge
span (v;)i_; = {Z AiVi t AL, .. A € R} .

=1
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A Grundbegriffe der linearen Algebra

Man sieht leicht, dass der Spann ein Untervektorraum von V ist.

o Eine Familie (v;)]_; ist linear unabhdingig (kurz: l.u.), falls aus
Avr+ oA =0 = AM=...=X\=0.
o Eine Familie (v;);_; ist ein Erzeugendensystem von V, wenn
span (v;)i_y =V .

o Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem (v;)7_; heifit Basis von V. Ist
(vi)j_, eine Basis von V, dann gibt es zu jedem v € V' eindeutig bestimmte
AL, .-, Ar € R, sodass

v=AU1+ ...+ Ny

Satz A.2 (Basisauswahlsatz). Aus jedem endlichen Erzeugendensystem kann

man eine Basis auswahlen.

Satz A.3 (Austauschsatz). Gegeben seien eine Basis (v;)i_; von V und eine
Lu. Familie (w;)?_y mit n <r. Dann existiert eine Permutation (i1, ..., i) von

(1,...,7), sodass (w1, ..., Wy, Vi, 1,---,0,) eine Basis von V ist.

Definition A.4. Die Dimension von V ist definiert als

) oo falls keine endliche Basis existiert,
dimV =
r  falls eine Basis der Lange r existiert.

Satz A.5 (Basisergidnzungssatz). Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum
mit dimV = r < oo und (w;)}, eine linear unabhdingige Familie mit n < r.

Dann existieren wp41, ..., w, € V, sodass (w;)I_, eine Basis von V ist.

.
Definition A.6. Fir zwei Vektorraume W1 und Ws, heifit W1 4+ Ws die Summe
der beiden Vektorrdume. Es gilt

V =W, @ Ws heifit direkte Summe von W; und Wy, wenn

V=W +W, und WlﬂWQZ{O}.
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A Grundbegriffe der linearen Algebra

Beachte: Gegeben Wy, ist W5 nicht eindeutig! Man kann aber Basen von W;
und W5 einfach kombinieren.

- J

( 7

Definition A.7. Das (kanonische) Skalarprodukt im R" ist die Abbildung
<'7'> R XR”—)R, (‘/an) = <:an>

mit
(x,y) :=z1y1 + Toy2 + ... + TpYn -

Das Skalarprodukt ist linear in beiden Argumenten, symmetrisch und es gilt

(x,z) > 0 mit (z,x) = 0 genau dann, wenn x = 0.

o Die vom (kanonischen) Skalarprodukt induzierte Abbildung
IR =R, e |z = /{2, 2)
ist die (Euklidische) Norm auf R", mit den folgenden Eigenschaften:
(N1) ||z =0 < 2=0
(N2) [[Az[ = A ]|

(N3) ||z +yll < |lz|| + |lyll  (“Dreiecksungleichung”)
o Fiir beliebige z,y € R” gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[{z y) | < Nl +lyll

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn x und y linear abhéingig sind. In diesem

Fall schreiben wir z || y.
o Zwei Vektoren v, w € W heiflen orthogonal, kurz v L w, wenn (v, w) = 0.

e Gegeben U C V nennt man den Untervektorraum
Ut :={veV :vlu YueU}

das orthogonale Komplement von U (im Gegensatz zur direkten Summe
ist U+ hier eindeutig).

o Eine Familie (v;);-_; heifit orthonormal, falls alle v; paarweise orthogonal sind
und zusétzlich fir alle i = 1,...,n gilt: ||v;|| = 1. Ist (v;);—, eine Basis von V/,

so nennt man sie eine Orthonormalbasis (ONB).
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A Grundbegriffe der linearen Algebra

Satz A.8 (Orthonormalisierungssatz). Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit
dimV = n < co. Gegeben sei eine orthonormale Familie (w;);—; C V mitm < n.

Dann existieren

Wntl,--., Wy €V, sodass (w;);; ONB von V.

Ein konstruktiver Beweis dieses Satzes ist das Gram-Schmidt- Verfahren, welches eine
effiziente Methode darstellt, um ONB zu bauen.

r

Definition A.9 (Lineare Abbildung). (a) Eine Abbildung F' : V — W zwi-
schen zwei Vektorrdumen V und W heifit linear (oder Homomorphis-

mus), wenn fir alle v,w € V und A\, u € R gilt

F(Av + pw) = AF (v) + pF(w) .

(b) Falls V' = W, so nennt man F' Endomorphismus; ist F' zusitzlich bijektiv
heifit die Abbildung Isomorphismus.

(¢) Man nennt im(F') = F(V) das Bild von F.

(d) Man nennt ker(F) = F~1({0}) den Kern von F.

\

J

Proposition A.10. Seien F: V - W, G: W — V lineare Abbildungen. Dann ist
auch die Komposition F o G linear.

Proposition A.11. Sei F : V — W linear. Dann gilt
(a) F ist genau dann surjektiv, wenn im(F) =W .

(b) F ist genau dann injektiv, wenn ker(F) = {0} .

Satz A.12. Sei F': V. — W eine lineare Abbildung zwischen zwei endlichdimen-

stonalen Vektorrdumen V und W. Dann gilt

F injektiv & F surjektiv & F bijektiv.

Satz A.13. Zu jeder linearen Abbildung F : R™ — R™ gibt es genau eine
Matriz A € R™*"™ sodass

F(x) = Az, fir alle x € R™.
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Definition A.14 (Eigenwerte). Sei F' : V — V ein Endomorphismus. Ein
Skalar A € C heifit Eigenwert von F, falls v € V' \ {0} existiert, sodass

F(v) =M.

Jedes v € V'\ {0}, das obige Gleichung erfiillt heifit Eigenvektor von F' (zum
Eigenwert \). Man nennt Eig(F;A\) ={v €V : F(v) = Av} den Eigenraum.

~

o Falls eine Basis aus Eigenvektoren von F' existiert, nennt man F' diagonali-

sierbar. Ist dim(V') = n < oo existiert in diesem Fall eine Matrix S € R™"*",

sodass
A1

sasio| % ,

An

wobei A die Matrix aus Satz A.13 ist und Ay, ..., A, die Eigenwerte von F' sind.

e Ist A symmetrisch, d.h. A = AT, dann sind alle Eigenwerte A1, ..., A, reell

und die Matrix S ist orthogonal, d.h. es existiert eine Zerlegung

A1
QAQT = ,
An

mit einer orthogonalen Matrix @ € R™*™ (also Q’l = Q).

e Ist A ein Eigenwert von F', dann gilt definitionsgeméf, dass

Big(F; ) = ker(F — \idy) # {0},

was genau dann erfiillt ist, wenn det(F — Aidy) = 0. Im Fall V' = R"™ und

F(v) = Av bezeichnet man

pa(t) == det(A — t1,)

als charakteristisches Polynom von A. Wir kénnten also Eigenwerte von

A berechnen, indem wir Nullstellen von pa(t) bestimmen; dies ist jedoch

numerisch instabil und ineffizient.

Ubungsaufgabe A.15. Wiederholen Sie folgende Themen der Linearen Algebra:

(a) Rechenregeln fir Matrizen;

(b) Gauss’sches Eliminationsverfahren zur Losung lineaer Gleichungssysteme;
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A Grundbegriffe der linearen Algebra

(¢) Definition und Eigenschaften der Determinante einer Matrix;

(d) Polynome iiber R, Division von Polynomen mit Rest, Faktorisierbarkeit und

Restpolynomsatz.
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